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Resumen
En este trabajo se hace analiza el efecto de lente gravitacional generado por
el cu´mulo gala´ctico Abell 370 (z = 0,375) sobre las galaxias y fuentes de fondo
(z = 0,724) con el objetivo de calcular el perfil y valor de masa del cu´mulo.
Se utilizan me´todos parame´tricos con base en distribuciones de masa conocidas y
que provienen de la dina´mica gala´ctica, a fin de utilizar una funcio´n de contraste χ2
que conduzca a los mejores para´metros que reproduzcan las observaciones. El mo-
delo encontrado posee una distribucio´n bimodal de masa con una fuerte presencia
de materia oscura.
Las ima´genes encontradas a partir de los mejores modelos reproducen las observa-
ciones en taman˜o, forma y posicio´n. Es analizada y comprendida la formacio´n de la
estructura del gran arco que subyace por debajo de una de las galaxias dominantes
en el cu´mulo.
La masa del cu´mulo es calculada as´ı como las velocidades de dispersio´n de las gala-
xias.
Palabras clave: 1) Lentes gravitacionales: fuerte y de´bil. 2) Galaxias: distan-
cias y corrimiento al rojo. 3) Me´todos: estad´ısticos. 4) Te´cnicas: procesamiento de
ima´genes. 5) Materia oscura. 6) Galaxias: halos.
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8 Resumen
Abstract
In this work it is analyzed the gravitational lens effect generated by the galactic
cluster Abell 370 (z = 0,375) on the background galaxies and sources (z = 0,724)
with the aim of calculate the mass value and profile of the cluster.
Are used parametric methods based on known mass distributions from the galactic
dynamics, in order to employ a contrast function χ2 that leads to the best parameters
that reproduce the observations. The model found have a bimodal distribution of
mass with a strong component of dark matter.
The images found from the best models reproduces the observations in size, form
and position. It is analyzed and understood the structure formation of the great arc
that lies underneath of one of the dominants galaxies in the cluster.
The cluster mass is calculated as well as the dispersion velocities of the galaxies.
Keywords: 1) Gravitational lensing: strong and weak. 2) Galaxies: distances and
redshift. 3) Methods: statistical. 4) Thecniques: image processing. 5) Dark matter.
6) Galaxies: halos.
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Introduccio´n
Los cu´mulos de galaxias son los sistemas que por naturaleza gravitacional, ofre-
cen en mayor detalle la formacio´n y evolucio´n de estructura del universo a gran
escala. Ejemplos claros de esta proposicio´n son el ana´lisis estad´ıstico de los cu´mulos
de materia y las curvas de rotacio´n plana de las galaxias, que evidencian distribu-
ciones de materia oscura, piezas fundamentales en la construccio´n de valores como
densidades cosmolo´gicas, la constante de Hubble, la constante cosmolo´gica, etc.
Todas las propiedades gravitacionales y estad´ısticas de la distribucio´n de los cu´mu-
los de galaxias reposan en la Teor´ıa de la Relatividad General (RG) o Teor´ıa de la
Gravitacio´n, desarrollada por Albert Einstein a mediados de la segunda de´cada del
pasado siglo, donde, entre otros feno´menos, se predice la flexio´n de las trayectorias
de los haces de luz a causa de fuertes campos gravitacionales, en este caso, los ge-
nerados por dichos cu´mulos y su´per cu´mulos. Este campo de investigacio´n teo´rico
ha sido fuertemente explorado y cotejado con las evidencias observacionales a trave´s
del desarrollo de mejores y ma´s sofisticadas herramientas observacionales, con un
importante nu´mero de aciertos y efectos extraordinarios como la multiplicidad de
las ima´genes o la magnificacio´n de las mismas.
A la curvatura de las trayectorias de luz y todas las consecuencias que este feno´meno
supone, se conoce con el nombre de Efecto de Lente Gravitacional (ELG) (Gravi-
tational Lensing), y dado que la desviacio´n de la luz depende completamente del
campo gravitacional que atraviesa, es posible conocer aspectos de su fuente, por
ejemplo la masa o distribucio´n de materia, por mencionar algunos. Asimismo, a
trave´s de la magnificacio´n de las ima´genes es posible observar objetos tan distantes
o tan de´biles que con los instrumentos ma´s potentes no se hubiesen podido detectar,
es decir, el efecto de lente gravitacional actu´a como un verdadero telescopio co´smico
que permite observar ma´s alla´ de nuestro alcance tecnolo´gico.
No obstante, existen otros acontecimientos importantes que han sido descubiertos
y medidos en el ELG y que le han dado el estatus de una de las herramientas ma´s
u´tiles en la Cosmolog´ıa Moderna: Anillos de Einstein, Arcos Gigantes Luminosos,
eventos de Microlentes y Lentes De´biles, etc., que han contribuido enormemente en
la comprensio´n de magnitudes como las Distancias Cosmolo´gicas, la f´ısica de los
Cua´sars, los halos de materia oscura, la estructura gala´ctica y la estructura de la
distribucio´n de materia del Universo a gran escala, que en pa´rrafos anteriores se
menciono´.
Es importante mencionar que a partir del nivel de deflexio´n de los haces de luz es
posible segmentar el a´rea del ELG en dos subdisciplinas:
Efecto de Lente De´bil (fotones cruzando a gran distancia del centro de la
fuente de campo). El a´ngulo de deflexio´n decrece linealmente a medida que la
distancia de los fotones al centro de la masa aumenta. Los efectos son medibles
a trave´s de promedios estad´ısticos.
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Efecto de Lente Fuerte (fotones cruzando cerca al centro de la fuente del cam-
po). Distorsiones complejas de las fuentes de fondo (mayormente galaxias y
Quasars). Los a´ngulos de deflexio´n son cada vez menos lineales a medida que
los fotones se acercan a la masa y, como consecuencia de este efecto, pueden
ser creadas varias ima´genes de la fuente.
La pieza medular en la teor´ıa del ELG es la curvatura del espacio−tiempo debido
a alguna presencia ma´sica que afecta las l´ıneas de avance (geode´sicas nulas) y la
seccio´n transversal de los paquetes de luz, establecie´ndose distintas configuraciones
y morfolog´ıas de las ima´genes de acuerdo a la distribucio´n de masa. Esta propiedad es
fundamental porque permite reconstruir la densidad superficial de masa a partir de la
medicio´n de las ima´genes. Este problema es abordado a trave´s de dos subdisciplinas
del ELG:
Modelamiento Parame´trico: Se basa en la suposicio´n de modelos de masa que
reproduzcan la formacio´n de ima´genes. A medida que el nu´mero de ima´ge-
nes y arcos aumenta, el nu´mero de posibles modelos que los pueden predecir
disminuye.
Modelamiento No-Parame´trico: En oposicio´n al anterior, el objetivo es inver-
tir los datos sin recurrir a ninguna parametrizacio´n del perfil de masa, pero
permitie´ndole distribuciones aleatorias. Para llevar a cabo este propo´sito, el
nu´mero de arcos debe ser suficientemente grande, o los arcos deben extenderse
sobre una buena fraccio´n de la imagen de campo.
En este trabajo se hara´ uso del ELG en los reg´ımenes Fuerte y De´bil para deducir
el perfil de masa del cu´mulo Abell 370 parame´tricamente; el cual es uno de los ma´s
exo´ticos y relevantes en la evidencia de las Lentes Gravitacionales. Adema´s, los
enormes arcos que exhibe y la, distinguible a simple vista, distorsionada galaxia
(z = 0,724) que se encuentra por debajo de las dos gigantes espirales que pertenecen
al cu´mulo gala´ctico (z = 0,375), han sido objeto de diversos ana´lisis y art´ıculos en
este campo de la astrof´ısica, e.g. J.P. Kneib et al. [KMF+94], J. Be´zecourt et al.
[BKSE99] entre otros.
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Notacio´n
La siguiente es una lista con las acepciones de los s´ımbolos y convenciones usadas
posteriormente o con mayor frecuencia en este trabajo.
i, j, k · · · : ı´ndices latinos sera´n destinados para etiquetar las coordenadas es-
paciales, x, y, z.
α, β, γ · · · : ı´ndices griegos sera´n destinados para etiquetar las coordenadas
espacio-temporales t, x, y, z.
V : representacio´n de un vector.
(V 0, V 1, V 2, V 3): un vector V expresado en sus componentes
Aµ: representacio´n de la componente µ del vector o tensor A.
Cuando un par de magnitudes etiquetadas con sub´ındices repetidos se encuen-
tren multiplicando, deben sumarse los productos de las magnitudes para cada
valor que tome el ı´ndice, es decir
xix
i = (xi)2 = (xi)
2 =
3∑
i=1
xix
i = x1x
1 + x2x
2 + x3x
3.
A esta convencio´n se le conoce como suma de Einstein.
Tµν : tensor momento-energ´ıa.
Λ: constante cosmolo´gica.
gµν : tensor me´trico que representa el elemento de l´ınea Friedmann-Lemaˆıtre-
Robertson-Walker (FLRW), ve´ase seccio´n §1.2,
ds2 = −c2dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dΩ2
)
.
La signatura de la me´trica utilizada sera´ (−,+,+,+).
Γγµν : s´ımbolos de Christoffel, definidos en te´rminos del tensor me´trico,
Γγµν =
1
2
gγσ
(
∂gσµ
∂xν
+
∂gσν
∂xµ
− ∂gµν
∂xσ
)
Rµν : tensor de Ricci
Rµν =
∂Γρµν
∂xρ
− ∂Γ
ρ
ρµ
∂xν
+ ΓρρλΓ
λ
µν − ΓρνλΓλρµ
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Un punto encima de una cantidad representa la derivada temporal de la misma.
c: velocidad de la luz, c = 3× 108ms−1.
G: constante de la gravitacio´n universal, G = 6,67× 10−11Nm2kg−2.
H0: constante de Hubble, H0 = 74,8 kms
−1Mpc−1.
z: redshift o corrimiento al rojo.
Cap´ıtulo 1
Consideraciones Cosmolo´gicas
El entorno donde se desarrolla el Efecto de Lente Gravitacional (ELG) es impres-
cindible en su ana´lisis ya que las distancias que separan observador, lente y fuente
dependen del modelo cosmolo´gico, as´ı como la desviacio´n de los haces de luz. Este
modelo a su vez debe estar sustentado teo´ricamente y en concordancia con obser-
vaciones astrono´micas, e.g., la expansio´n acelerada del Universo, la abundancia de
elementos ligeros y la Radiacio´n Co´smica de Fondo (CMB por sus siglas en ingle´s).
No obstante, recientes evidencias experimentales apuntan hacia la existencia de la
desconocida materia oscura, que, si bien puede ser modelada a trave´s del perfil NFW
(Navarro, Frenk & White) [NFW96], au´n plantea una de las ma´s grandes cuestiones
en cosmolog´ıa y por supuesto, el modelo cosmolo´gico adoptado debe ser capaz de
describir.
Un camino para establecer este modelo se basa en la hipo´tesis de homegeneidad e
isotrop´ıa del Universo a gran escala, es decir, que la medicio´n de propiedades no
dependan de la direccio´n ni del lugar en el Universo desde los cuales se observen.
La geometr´ıa del espacio-tiempo que cumple con esta condicio´n esta´ dada por la
me´trica Robertson-Walker y al relacionarla con la distribucio´n de materia y energ´ıa
por medio de las Ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general (RG),
se obtiene un modelo de fluido perfecto, que esta´ acorde con la morfolog´ıa co´smica
presente: un gas homoge´neo a gran escala [Wei72], [Car04], [Dod03], [Sar05], [Pad10].
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1.1. Principio Cosmolo´gico
El principio cosmolo´gico establece que el Universo es espacialmente homoge´neo
e isotro´pico. Esta proposicio´n debe entenderse de la misma forma en la que un flui-
do o un so´lido pueden considerarse medios continuos, es decir, como un conjunto
infinito de elementos constitutivos, individuales, pero que un modelo matema´tico
permite estudiar macrosco´picamente a trave´s de cantidades como la densidad, pre-
sio´n, temperatura, etc. En un sentido por poco literal, promediando en secciones lo
suficientemente grandes como para contener miles de cu´mulos y su´per cu´mulos de
galaxias, el Universo presenta las mismas propiedades; lo que supone la no existen-
cia de lugares privilegiados en el Universo. En tanto, la isotrop´ıa indica que puede
obtenerse la misma informacio´n f´ısica sin importar la direccio´n en la que se tomen
los datos, propiedad que ha quedado impresa en el CMB1 (Cosmic Microwave Back-
ground), y cuyas fluctuaciones con respecto a la temperatura promedio del campo
de radiacio´n (anisotrop´ıas) son del orden de 10−5, es decir, la temperatura medida
en una direccio´n discrepa con la medida en cualquier otra tan solo en una parte en
cien mil.
No obstante, el cara´cter evolutivo del Universo, comprobado en el movimiento relati-
vo y de separacio´n de la materia (expansio´n del Universo), implica una distribucio´n
de materia-energ´ıa dependiente del tiempo: en el pasado la densidad de la misma
debio´ ser mayor que en su estado presente, y como consecuencia inmediata se res-
tringe la homogeneidad e isotrop´ıa solamente al 3-espacio.
Como esta´ anotado en [BS99], el espacio-tiempo es descrito a trave´s de hipersu-
perficies cuadridimensionales de tiempo constante maximalmente sime´tricas2 que
cambian de acuerdo a una funcio´n que depende del tiempo, denominada factor de
escala. Como se vera´ a continuacio´n, este modelo puede ser descrito a partir de sus
propiedades geome´tricas escribiendo la forma general del elemento de l´ınea que de-
fine el espacio-tiempo, incluso sin recurrir a las Ecuaciones de Campo de Einstein,
las cuales impondra´n despue´s condiciones a la dina´mica del factor de escala a trave´s
1CMB o Cosmic Microwave Background es el nombre que en ingle´s se le da a la Radiacio´n
Co´smica de Fondo, predicha por Gamow [Gam48], Alpher y Hermann en 1948, y medida por primera
vez por Penzias y Wilson en 1965 (trabajo por el cual fueron laureados con el Premio No´bel en
1978); y posteriormente de forma ma´s precisa por el instrumento FIRAS (The Far InfraRed Absolute
Spechtrophotometer) a bordo del sate´lite COBE (Cosmic Background Explorer) a principios de los
90, en una longitud de onda de 1cm a 0.5mm, mostrando que el CMB corresponde al espectro de
radiacio´n de un cuerpo negro a temperatura de 2,735±0,06◦K ¡y con un error menor a 1 %![MCJ+90]
El CMB es considerado como una de las evidencias ma´s fuertes que apoyan el modelo del Big-Bang.
2Un n-espacio maximalmente sime´trico admite un nu´mero ma´ximo n(n + 1)/2 de vectores de
Killing. Cada vector de Killing define una direccio´n en la cual la derivada de Lie de la me´trica
es nula (para una exposicio´n detalla de funciones sobre variedades diferenciables, ve´ase [Car04],
[Wei72], [Sar05])
Lkgµν = 0
A su vez, cada vector de Killing esta´ asociado a alguna simetr´ıa de la me´trica que describe el espacio,
adema´s implica la existencia de cantidades conservadas[Car04].
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de dos ecuaciones y a partir de la alta simetr´ıa del tri-espacio.
1.2. Modelo Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker
El Principio Cosmolo´gico restringe la forma del tensor me´trico gα,β que describe
la estructura del espacio-tiempo3, mientras que las ecuaciones de campo de Einstein
gobiernan su dina´mica en relacio´n al contenido de materia-energ´ıa del Universo.
Debido a la isotrop´ıa, las componentes g0i del tensor me´trico son nulas, pues de lo
contrario identificar´ıan alguna direccio´n particular en el espacio-tiempo, as´ı que el
elemento diferencial de distancia en el espacio-tiempo
ds2 = gαβdx
αdxβ (1.1)
puede escribirse como
ds2 = −c2dt2 + gijdxidxj (1.2)
donde gij es el tensor me´trico asociado al tri-espacio, el cual, a lo ma´s debe depender
del tiempo para no violar el principio de homogeneidad.
1.2.1. Hipersuperficie 3-dimensional
Para determinar la forma espacial del elemento Ec. (1.2), gijdx
idxj , analizare-
mos una variedad n-dimensional isotro´pica contenida en otra de dimensio´n mayor4,
[Nor97].
La isotrop´ıa implica que el elemento de l´ınea tri-espacial debe cumplir
gij = f(r)dr
2 + r2dΩ2 (1.3)
donde f(r) es una funcio´n que contiene informacio´n de la curvatura del tri-espacio
y dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2.
Consideremos una variedad curva de dimensio´n n definida por el conjunto de puntos
(x1, · · · , xn+1) que satisfacen
(xi)2 = R2 (1.4)
donde i = 1, · · · , n + 1 y R es el radio de curvatura de la variedad. El elemento de
l´ınea de la superficie descrita por la Ec. (1.4) es
(dxi)2 = (dxj)2 +
(xjdx
j)2
R2 − (xj)2 (1.5)
3Recordar que los ı´ndices griegos (α, β, · · · ) van de 0 a 3 y representan las coordenadas espacio-
temporales, mientras que los latinos (i, j, · · · ), se empleara´n para las coordenadas espaciales.
4Por ejemplo la 2-esfera (S2), cuyo radio R dependa del tiempo, lo cual constituye un 2-espacio
isotro´pico contenido en un espacio de 3 dimensiones.
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con j = 1, · · · , n, por tanto es posible escribir el elemento de l´ınea en n + 1 di-
mensiones en funcio´n de las coordenadas del espacio en n dimensiones. Si n = 3, y
nombrando el elemento de l´ınea del tri-espacio dl2, se obtiene
dl2 = (dx1)2 + · · ·+ (dx4)2 (1.6)
dl2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 +
(x1dx1 + x2dx2 + x3dx3)2
R2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 (1.7)
en coordenadas esfe´ricas x1 = r′ sin θ cosφ, x2 = r′ sin θ sinφ y x3 = r′ cos θ, es inme-
diato notar que los tres primeros te´rminos son el elemento de l´ınea en coordenadas
esfe´ricas del espacio Euclidiano, mientras que el segundo te´rmino hace referencia a
la curvatura del espacio
dl2 = dr′2 + r2dΩ2 +
r′2dr′2
R2 − r′2 (1.8)
donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2. Por tanto
dl2 =
dr′2
1−Kr′2 + r
′2dΩ2 (1.9)
donde K = 1/R2 es la curvatura del espacio, el cual puede ser [Car04], [Ham13],
[Wei72],
Cerrado, si K > 0.
Plano, si K = 0.
Abierto, si K < 0.
Denominaremos como´viles a las coordenadas espaciales que expanden con el Univer-
so, como lo define [Ham13], y solamente un observador como´vil puede observar la
isotrop´ıa del Universo, como lo define [Car04], hecho que por ejemplo produce una
anisotrop´ıa en el CMB debido a que la Tierra no es como´vil [Car04].
Relacionando la coordenada radial como´vil r con la propia r′ a trave´s de una fun-
cio´n del tiempo a(t) conocida como factor de escala, cuyo valor al tiempo presente
es tomado como uno, a(t0) = 1, de modo que la distancia f´ısica evolucione con el
tiempo y sea proporcional al factor de escala, mediante r′ = a(t)r, el elemento de
l´ınea (1.9) se lee
dl2 = a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dΩ2
)
(1.10)
donde k = (a(t)/R)2.
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1.2.2. Me´trica FLRW
Finalmente es posible escribir la me´trica espacio-temporal (1.2) como
ds2 = −c2dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dΩ2
)
(1.11)
la me´trica (1.11) fue derivada independientemente por A. Friedmann en 1924 y G.
Lemaˆıtre en 1927, y sus propiedades fueron estudiadas ma´s a fondo por H. Robertson
y A. Walker en la de´cada de 1930, razo´n por la cual se ha demoninado histo´ricamente
me´trica FLRW, FL o RW, y al modelo que describe se le conoce como Modelo
Esta´ndar de la Cosmolog´ıa.
Como se menciono´, a menudo se establece que al momento actual a(t0) = a0 = 1
de modo que la constante k se convierte en la curvatura del espacio. Es comu´n
normalizarla a k = −1, 0, 1. Introduciendo una nueva coordenada radial r˜ tal que
dr˜ =
dr
(1− kr2)1/2 (1.12)
con lo cual
r =

sin r˜ si k = 1, cerrado,
r˜ si k = 0, plano,
sinh r˜ si k = −1, abierto.
(1.13)
lo que permite escribir la me´trica FLRW de una forma compacta
ds2 = −c2dt2 + a2(t) (dr˜2 + r2dΩ2) (1.14)
1.3. Ecuaciones de campo de Einstein
La me´trica FLRW describe al espacio-tiempo como funcio´n del factor de escala
a(t) y su dina´mica esta´ determinada por las Ecuaciones de campo de Einstein, que
relacionan la geometr´ıa del Universo con su contenido de materia-energ´ıa
Rµν − 1
2
Rgµν =
8piG
c2
Tµν + Λgµν (1.15)
donde Rµν es el tensor de Ricci, R es el llamado escalar de Ricci
5, el cual es la traza
de Rµν , R = R
µ
µ = gµνRµν , gµν es el tensor me´trico asociado a la me´trica FLRW, Tµν
es el tensor momento-energ´ıa y Λ es la llamada constante cosmolo´gica, que permite
obtener soluciones cosmolo´gicas esta´ticas de las ecuaciones de campo a trave´s del
te´rmino Λgµν introducido por Einstein.
El miembro izquierdo de las ecuaciones de Einstein (1.15) es puramente geome´trico
5Tambie´n conocido como escalar de curvatura y no debe confundirse con el radio de curvatura
del espacio, definido por la Ec (1.4).
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y depende del elemento de l´ınea FLRW (1.11), en tanto, el miembro derecho describe
el contenido de materia-energ´ıa del Universo, modelado como un fluido perfecto y
definido por su densidad de energ´ıa ρ y densidad de presio´n p. Dada la alta simetr´ıa
del espacio (1.9), isotrop´ıa, el fluido debe permanecer esta´tico con respecto a un
observador cuyas coordenadas sean como´viles, como lo anota [Car04], as´ı que la
cuadri-velocidad de cada una de sus part´ıculas (galaxias) en este marco de referencia
puede ser escrita
Uµ = (1, 0, 0, 0) (1.16)
y como muestra [Sar05], el tensor momento-energ´ıa de un fluido perfecto
Tµν =
( p
c2
+ ρ
)
UµUν +
p
c2
gµν . (1.17)
Recordando U0 = −c2U0, en el sistema en reposo, expl´ıcitamente
Tµν =

c2ρ 0 0 0
0 a2(1− kr2)−1 p
c2
0 0
0 0 a2r2 p
c2
0
0 0 0 a2r2 sin2 θ p
c2
 (1.18)
Entre tanto, el tensor de Ricci, calculado a partir de los s´ımbolos de Christoffel, es
Rµν =

−3a¨a−1 0 0 0
0 f(1− kr2)−1 0 0
0 0 fr2 0
0 0 0 fr2 sin2 θ
 (1.19)
donde f = (2c2k + 2a˙2 + aa¨)c−2. As´ı mismo, el escalar de Ricci
R =
6
c2
[
c2k
a2
+
(
a˙
a
)2
+
a¨
a
]
. (1.20)
Utilizando (1.19), (1.20), (1.11), (1.18) en las ecuaciones de Einstein (1.15), en la
parte temporal, se llega a (
a˙
a
)2
=
8piG
3
ρ− c
2k
a2
+
c2Λ
3
(1.21)
en tanto, las tres componentes de la parte espacial conducen a
a¨
a
= −4piG
( p
c2
+
ρ
3
)
+
c2Λ
3
. (1.22)
Las ecuaciones, (1.21) y (1.22) son conocidas como ecuaciones de Friedmann y de-
terminan la evolucio´n de un espacio maximalmente sime´trico.
Derivando la Ec. (1.21) y reemplazando en la Ec. (1.22) resulta
3
( p
c2
+ ρ
) a˙
a
+ ρ˙ = 0 (1.23)
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o equivalentemente6
p
da3
dt
+
d(a3ρc2)
dt
= 0. (1.24)
El primer te´rmino de esta ecuacio´n es interpretado como el trabajo W = p∆V
realizado por el gas en expansio´n debido a la presio´n, en un volumen a3 medido por
un observador como´vil, mientras que el segundo sen˜ala un cambio ∆E = ∆(mc2) =
∆(V ρc2) en la energ´ıa contenida en aquel volumen, y de acuerdo a esto
W + ∆E = 0, (1.25)
por lo tanto la Ec. (1.24) comprende la primer ley de la termodina´mica para un
proceso adiaba´tico, denominada conservacio´n de la energ´ıa. El cambio en la energ´ıa
relativista de las part´ıculas del gas en expansio´n genera un trabajo a trave´s de la
presio´n que ejercen.
La ecuacio´n de estado para un fluido perfecto relaciona directamente la presio´n y la
densidad
p = ωρ (1.26)
donde ω es constante. De modo que la Ec. (1.24) conduce a
ρ = ρ˜a
−3
(
1+ ω
c2
)
, (1.27)
donde ρ˜ es la constante de integracio´n. En realidad, se presume que el fluido cos-
molo´gico esta´ constituido por materia ordinaria, bariones y materia oscura no rela-
tivistas, y una contribucio´n importante debida a la radiacio´n, part´ıculas relativistas
como fotones o part´ıculas masivas con velocidades cercanas a la velocidad de la luz,
esto es
ρ = ρm + ρr; p = pm + pr. (1.28)
Una buena aproximacio´n a la materia no relativista es considerar
pm = 0 (1.29)
con lo cual ω = 0 y la Ec. (1.27) implica
ρm =
ρ0m
a3
, (1.30)
6No´tese que la Ec. (1.23) puede ser escrita como
3a˙
p
c2
+ 3a˙ρ+ aρ˙ = 0
multiplicando por a2
3a2a˙
p
c2
+ (3a2a˙ρ+ a3ρ˙) = 0
lo que conduce a la Ec. (1.24).
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de modo que la densidad decrece a medida que el Universo se expande. Este modelo
de Universo, donde la componente de materia es dominante, es conocido como tipo
dust [BG06].
Por otra parte, la radiacio´n es descrita por el tensor momento-energ´ıa electro-
magne´tico
Tµν =
1
4pi
(
FµλF νλ −
1
4
gµνF λσFλσ
)
, (1.31)
donde Fµν es el tensor electromagne´tico. La traza T = T
ν
µ = gµνT
µν es, teniendo en
cuenta gµνg
µν = 4
T =
1
4pi
(
F λµF
ν
λ − F λσFλσ
)
= 0. (1.32)
Asimismo la radiacio´n puede ser descrita por el tensor (1.18), cuya traza es
T = −ρ+ 3p
c2
= 0, (1.33)
resultando la ecuacio´n de estado para la radiacio´n
pr =
c2
3
ρr, (1.34)
donde ω = c2/3, y la Ec. (1.27) conduce a
ρr =
ρ0r
a4
. (1.35)
Esto es, un modelo que describe un Universo para el cual la mayor parte de la
densidad de energ´ıa es dominada por la radiacio´n.
Las ecuaciones (1.30) y (1.35) indican que el comportamiento de la densidad depende
de la geometr´ıa del espacio y de su evolucio´n; de hecho, la conservacio´n de la materia
bario´nica implica una reduccio´n en la densidad de energ´ıa a medida que el volumen
a3(t) aumenta, as´ı mismo, gracias a la expansio´n los fotones pierden energ´ıa en un
factor adicional a−1(t) (con respecto a la materia ordinaria) porque disminuye su
frecuencia (corrimiento al rojo).
1.4. Para´metro de Hubble
La tasa de cambio del factor de escala define el para´metro de Hubble
H(t) =
a˙(t)
a(t)
. (1.36)
Su valor al tiempo presente H(t0) = H0 es conocido como la constante de Hubble, y
aunque no se sabe su valor exacto, observaciones recientes obtenidas con el Telescopio
1.4. PARA´METRO DE HUBBLE 35
Espacial Hubble (NASA/ESA) en el o´ptico e infrarrojo de ma´s de 600 variables
Cefeidas registran que, [RMC+11]
H0 = 74,8± 3,1kms−1Mpc−1. (1.37)
Definiendo la densidad cr´ıtica como
ρcrit =
3H20
8piG
≈ 1,052× 10−23g/m3 (1.38)
cuya interpretacio´n se da a partir de la primer ecuacio´n de Friedmann (1.21) ya
que la misma proporciona el valor de la densidad promedio actual del Universo,
modelado bajo la suposicio´n que su geometr´ıa fuese plana (k = 0) y sin contribucio´n
de la constante cosmolo´gica (Λ = 0).
El valor de la densidad cr´ıtica es equivalente a ¡la masa de 6.286 a´tomos de Hidro´geno
por metro cu´bico!, la cual es una densidad muy pequen˜a. Sin embargo, su valor,
as´ı como el para´metro de Hubble, depende del tiempo. La densidad cr´ıtica permite
expresar la tasa de cambio del para´metro de Hubble en el tiempo actual mediante
la Ec. (1.22) en este mismo modelo cosmolo´gico
H˙
∣∣∣
t0
= −3
2
H20
(
p0
c2ρcrit
+ 1
)
. (1.39)
No´tese que la densidad (1.38) permite escribir la Ec. (1.21) de una forma compacta,
pues asumiendo que la energ´ıa total del Universo tiene contribuciones en la curvatura
y la constante cosmolo´gica, representadas por densidades ρk y ρΛ respectivamente,
la primer ecuacio´n de Friedmann toma la forma
H2 =
8piG
3
(ρr + ρm + ρk + ρΛ), (1.40)
donde se ha definido
ρk = −3c
2k
8piG
1
a2
(1.41)
y
ρΛ =
c2Λ
8piG
. (1.42)
La Ec. (1.41) expresa que la densidad es inversamente proporcional al factor de
escala al cuadrado. Si la constante cosmolo´gica Λ es constante la densidad (1.42) es
tambie´n una constante.
Con estas definiciones en mente y empleando el conocido para´metro de densidad, Ω,
definido como la razo´n de la densidad actual de cada uno de los tipos de energ´ıa a
la densidad cr´ıtica
Ωr =
ρr0
ρcrit
=
8piG
3H20
ρr0a
4, (1.43)
36 CAPI´TULO 1. CONSIDERACIONES COSMOLO´GICAS
Ωm =
ρm0
ρcrit
=
8piG
3H20
ρm0a
3, (1.44)
Ωk =
ρ0k
ρcrit
=
c2k
H20
, (1.45)
y
ΩΛ =
ρ0Λ
ρcrit
=
c2Λ
3H20
, (1.46)
la Ec. (1.21) puede ser escrita
H2 = H20
(
Ωra
−4 + Ωma−3 + Ωka−2 + ΩΛ
)
. (1.47)
Al tiempo presente la condicio´n de suma de densidades
Ωr + Ωm + Ωk + ΩΛ = 1 (1.48)
implica que tanto la geometr´ıa de las hipersuperficies espaciales como su dina´mi-
ca son funciones de la suma de las contribuciones de energ´ıa en te´rminos de las
densidades de radiacio´n, Ωr, materia Ωm y constante cosmolo´gica, ΩΛ
H2 = H20
[
Ωra
−4 + Ωma−3 + (1− Ωr − Ωm − ΩΛ)a−2 + ΩΛ
]
. (1.49)
Mediciones actuales sen˜alan que Ωr  Ωm [LDH+11], as´ı, solo basta conocer el valor
de la densidad de materia y constante cosmolo´gica para determinar la curvatura del
espacio, i.e. si Ωm + ΩΛ = 1 ser´ıa plano, si Ωm + ΩΛ < 1 el espacio ser´ıa hiperbo´lico
y en caso contrario ser´ıa cerrado.
1.5. Modelos de Universo
La distribucio´n de la energ´ıa en las distintas densidades define el comportamiento
dina´mico del Universo a trave´s del factor de escala, sin embargo, esta distribucio´n
no es constante en el tiempo y en diferentes e´pocas diferentes para´metros habra´n
dominado su evolucio´n. La Fig. 1.1 exhibe el comportamiento del factor de escala al
solucionar (1.49) en varios modelos de Universos dependiendo de algunos para´metros
de densidad Ωm y ΩΛ. En Universos vac´ıos Ωm = 0 (evidentemente hipote´ticos), el
crecimiento del factor de escala dependera´ del signo de la constante cosmolo´gica
a(t) =

cos[H0
√|ΩΛ|(t− t0)] + 1√|ΩΛ| sin[H0√|ΩΛ|(t− t0)] si ΩΛ < 0,
1 +H0(t− t0) si ΩΛ = 0,
cosh[H0
√
ΩΛ(t− t0)] + 1√ΩΛ sinh[H0
√
ΩΛ(t− t0)] si ΩΛ > 0
(1.50)
En el primer caso, ΩΛ < 0, o mediante (1.46), Λ > 0, el factor de escala es
oscilante. El Universo es abierto (k < 0) y su historia es c´ıclica, se expandira´ a
partir del “Big-Bang” hasta que recaera´ en un periodo de contraccio´n llegando
al “Big-Crunch” y repetira´ esta dina´mica incesamente. Fig. (1.2).
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Figura 1.1: Soluciones nume´ricas de la ecuacio´n de Friedmann (1.21) determinando
el comportamiento del factor de escala como funcio´n del tiempo escalado. Los valores
medidos en la actualidad de los para´metros de densidad son aproximados Ωm ≈ 0,3
y ΩΛ ≈ 0,7, y esta´n representados por la l´ınea negra ma´s fuerte.
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El modelo en el cual ΩΛ = 0 y Ωm = 0 es conocido como Universo de Milne.
Nuevamente el Universo es abierto y el factor de escala es proporcional al
tiempo, i.e. el Universo se expandira´ linealmente y eternamente, Figuras (1.1)
y (1.2).
En el caso en el que 0 < ΩΛ < 1, el Universo es abierto y el factor de escala
es descrito por funciones hiperbo´licas que pueden ser representadas por sumas
de exponenciales, con lo cual el Universo se expandira´ eternamente de forma
acelerada. Es importante notar que en este modelo el factor de escala tiene
intercepto en el eje temporal, es decir un instante en el cual el Universo no ten´ıa
dimensiones f´ısicas, probablemente el “Big-Bang”. Cuando ΩΛ = 1 el Universo
es plano, pero jama´s el factor de escala ha sido nulo, de hecho, el “Big-Bang”
en este modelo ocurrio´ infinitamente atra´s en el tiempo. Finalmente, cuando
ΩΛ > 1 el Universo es cerrado y a(t) decrece en el tiempo hasta alcanzar un
mı´nimo para luego crecer indefinidamente, en este modelo tampoco existio´ el
“Big-Bang”. Fig. (1.2).
En Universos ma´s realistas con contenido de materia, un modelo es de particular
intere´s7, aquel donde Ωm = 1 y no hay contribucio´n a la energ´ıa de la constante
cosmolo´gica ΩΛ = 0, llamado Universo de Einstein-de Sitter. En este modelo el
Universo es plano k = 0 y el factor de escala es proporcional a t2/3
a(t) =
[
1 +
3H0(t− t0)
2
]2/3
(1.51)
Ma´s importante au´n, el modelo esta´ndar de la cosmolog´ıa contempla las medidas
astrono´micas de Ωm ≈ 0,3 y ΩΛ ≈ 0,7, [LDH+11]. Con estos valores, los para´metros
describen un Universo plano cuyo factor de escala esta´ representado por la l´ınea ma´s
gruesa de la Fig. (1.1).
1.6. Corrimiento al rojo
La radiacio´n electromagne´tica es una forma de propagacio´n de la energ´ıa y los
fotones son los portadores de esta interaccio´n, se mueven a lo largo de geode´sicas
nulas (ds2 = 0) y su velocidad en el vac´ıo es constante entre otras caracter´ısticas.
Dado que la energ´ıa que transportan depende de su longitud de onda, la expansio´n
del Universo genera un aumento en la misma. Para calcular este efecto netamente
relativista, consideremos un observador situado en r = 0 que registra un haz de
luz en t0, el haz de luz fue emitido en (te, re) y arriva en direccio´n radial (θ = cte,
7Durante varias de´cadas se penso´ que el modelo de Einstein-de Sitter describ´ıa perfectamente el
Universo.
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Figura 1.2: Soluciones nume´ricas de la ecuacio´n de Friedmann (1.21) determinando el
comportamiento del factor de escala como funcio´n del tiempo escalado. En todas las
curvas Ωm = 0. Se aprecia el comportamiento oscilante del factor de escala cuando
ΩΛ < 0 (l´ıneas punteadas), lineal, cuando ΩΛ = 0 (l´ınea continua); e hiperbo´lico
cuando ΩΛ > 1.
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φ = cte), con lo cual la Ec. (1.11) toma la forma
− c2dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2
)
= 0 (1.52)
o, integrando ∫ t0
te
cdt
a(t)
=
∫ re
0
dr√
1− kr2 (1.53)
el lado derecho de esta ecuacio´n es una funcio´n8 que depende expl´ıcitamente de r.
La solucio´n tal que t0 = 0 cuando a = 0 (momento en el que el Universo comenzo´ a
expandirse) en la Ec. (1.53), corresponde al punto ma´s alejado posible desde el
cual una fuente pueda emitir un haz de luz capaz de arrivar al observador. A esta
coordenada re = rH se le conoce como radio del horizonte y a su distancia f´ısica
correspondiente, dH , como distancia al horizonte
dH(t0) = a(t0)
∫ re
0
dr√
1− kr2 = a(t0)
∫ t0
0
cdt
a(t)
. (1.55)
En efecto, dH se interpreta como la distancia f´ısica ma´s lejana a la cual es posible
observar, la cual depende enteramente del comportamiento del factor de escala. En
la cosmolog´ıa esta´ndar dH ∝ t0, es decir finita y por tanto existe una superficie
matema´tica y bidimensional que separa el Universo visible de aquella parte de la
cual nunca se ha tenido ningu´n tipo de interaccio´n o informacio´n, de esta parte se
dice que no esta´ causalmente relacionada con un punto a una distancia mayor a dH .
Por otra parte, si la distancia al horizonte es infinita todos los puntos del Universo
son observables y esta´n relacionados causalmente.
La Ec. (1.53) relaciona la coordenada temporal con una funcio´n de la coordenada
radial asociada al movimiento de un foto´n que parte en (te, re) y arriva al punto
(t0,0). Con base en esto, el lado derecho de la Ec. (1.53) debe permenacer inalterado
al considerar el intervalo de tiempo δte entre dos crestas sucesivas de la misma onda
de luz emitidas en te y te + δte y observadas en t0 y δt0 respectivamente, es decir∫ t0
te
cdt
a(t)
=
∫ t0+δt0
te+δte
cdt
a(t)
(1.56)
pero por medio de un teorema del ca´lculo integral∫ t0
te
=
∫ te+δte
te
+
∫ t0
te+δte
=
∫ t0+δt0
te+δte
=
∫ t0
te+δte
+
∫ t0+δt0
t0
(1.57)
8Resolviendo la integral
∫ re
0
dr√
1− kr2 =

k−1/2 arcsin
(√
kre
)
si k ≥ 1,
re si k = 0,
(−k)−1/2 arcsinh (√−kre) si k ≤ −1 (1.54)
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la ecuacio´n finalmente queda∫ te+δte
te
cdt
a(t)
=
∫ t0+δt0
t0
cdt
a(t)
(1.58)
en la aproximacio´n δt ∼ 0, las integrales simplemente se calculan resultando
δte
a(te)
=
δt0
a(t0)
. (1.59)
Teniendo en cuenta que δte corresponde al intervalo de tiempo entre dos crestas
emitidas (periodo) de una onda de radiacio´n de longitud λe, pero que son registradas
con una diferencia δt0 y una longitud λ0
a(t0)
a(te)
=
δt0
δte
=
λ0
λe
, (1.60)
es posible entonces afirmar que la frecuencia del haz de luz emitido no es igual a la
del observado y que su razo´n es igual a la del factor de escala en ambos instantes de
tiempo. En astrof´ısica, el corrimiento al rojo o redshift, z, es definido por
1 + z =
λ0
λe
(1.61)
por lo cual es posible redefinir la Ec. (1.60) como
1 + z =
a(t0)
a(te)
(1.62)
o
z =
λ0 − λe
λe
. (1.63)
La interpretacio´n f´ısica del corrimiento al rojo es que a medida que el foto´n se despla-
za en un Universo en expansio´n, su longitud de onda aumenta de forma proporcional
al factor de escala.
1.7. La edad del Universo
En la seccio´n anterior se derivo´ una expresio´n que relaciona al factor de escala
en el tiempo de emisio´n te y recepcio´n t0, de un foto´n que var´ıa su longitud de onda
conforme el Universo se expande, Ec. (1.60), y como una funcio´n del redshift (1.62)
donde se emitio´. Si la emisio´n es producida en un tiempo arbitrario t y la observacio´n
es efectuada al tiempo actual,
a(t) =
1
1 + z
(1.64)
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entonces, el para´metro de Hubble (1.49) puede ser escrito como una funcio´n del
redshift
H(z) = H0
[
Ωr(1 + z)
4 + Ωm(1 + z)
3 + Ωk(1 + z)
2 + ΩΛ
]1/2
, (1.65)
pero el para´metro de Hubble a su vez es definido en te´rminos de a(t) y puede ser
expresado como
H = − 1
1 + z
dz
dt
(1.66)
lo cual es va´lido para cualquier valor arbitrario de a(t0). Por tanto
dz
dt
= −H0(1 + z)
[
Ωr(1 + z)
4 + Ωm(1 + z)
3 + Ωk(1 + z)
2 + ΩΛ
]1/2
(1.67)
entonces el tiempo transcurrido desde que se emitio´ el foto´n hasta el presente esta´ da-
do en te´rminos de su redshift y los para´metros cosmolo´gicos,∫ t0
t
dt = − 1
H0
∫ 0
z
dz
(1 + z) [Ωr(1 + z)4 + Ωm(1 + z)3 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ]
1/2
(1.68)
donde se ha utilizado el hecho que el redshift del observador es cero.
El tiempo ma´ximo que el foto´n duro´ en movimiento antes de arrivar al observador
corresponde a una emisio´n9 en t = 0, de modo que la Ec. (1.68) revela la edad del
Universo como una funcio´n de los para´metros cosmolo´gicos
t0 =
1
H0
∫ ∞
0
dz
(1 + z) [Ωr(1 + z)4 + Ωm(1 + z)3 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ]
1/2
. (1.69)
En las figuras (1.3), (1.4) y (1.5) se visualiza el comportamiento de t0 en Universos
con componentes dominantes de Ωr, Ωm y ΩΛ en cada caso. Las medidas actuales de
los para´metros de densidad de materia y constante cosmolo´gica suponen un Universo
plano, Ωm+ΩΛ = 1, con lo cual la edad del Universo puede ser expresada solamente
en te´rminos de Ωm
t0 =
1
3
√
1− Ωm
ln
(
2 + 2
√
1− Ωm − Ωm
Ωm
)
. (1.70)
Por ejemplo en el modelo de Einstein-de Sitter es necesario tomar el l´ımite Ωm → 1
(o calculando la integral (1.69) de forma directa) para obtener
t0ES =
2
3H0
(1.71)
9En este texto t = 0 se refiere al tiempo en el cual a(t) = 0, con lo cual la Ec. (1.64) indica
z(0)→∞.
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Figura 1.3: Edad del Universo (escalada por la constante de HubbleH0) como funcio´n
de ΩΛ en tres escenarios comsolo´gicos. En los tres casos mostrados la edad del
Universo tiende a infinito cuando ΩΛ → 1. Las edades mı´nima y ma´xima se registran
en un Universo vac´ıo con Ωk+ΩΛ = 1 cuyo valor es
1
2H0
(≈ 6500 millones de an˜os), y
con Ωr+ΩΛ = 1 correspondiente a
1
H0
(≈ 13 mil millones de an˜os), respectivamente.
tiempo aproximadamente igual a 8720 millones de an˜os. Sin embargo, un Universo
un poco ma´s viejo es obtenido con los para´metros recientemente calculados a partir
de los datos basados en siete an˜os de exploracio´n de la misio´n WMAP10 ΩΛ =
0,734± 0,029 y Ωm = 0,2669± 0,0288, [JBD+11], implicando
t0 = (1,30387± 0,05403)× 1010an˜os, (1.72)
aproximadamente 13 mil millones de an˜os ma´s o menos 500 millones de an˜os.
1.8. Distancias Cosmolo´gicas
Las trayectorias que siguen los haces de luz provenientes de alguna fuente descri-
ben la dina´mica espacio-temporal del universo, y son imprescindibles en la teor´ıa de
Lentes Gravitacionales debido a que en las ecuaciones aparecen siempre las distan-
cias entre observador-lente, observador-fuente y fuente-lente. Y aunque las distancias
cotidianas entre objetos suelen ser de tipo Euclidiano, cuya magnitud corresponde
10La sonda espacial WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) fue lanzada en colaboracio´n
conjunta de la NASA y la Universidad de Princeton en 2001 con el fin de medir las diferencias en
temperatura del CMB. Los datos recogidos por la sonda han sido publicados en distintos an˜os: 2003,
2006, 2008, 2010 y el ma´s reciente en diciembre de 2012.
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Figura 1.4: Edad del Universo como funcio´n de Ωm en tres escenarios comsolo´gicos
cuando no hay energ´ıa asociada a la constante cosmolo´gica. La tasa de crecimien-
to o decrecimiento en un Universo donde solo hay contribucio´n a la energ´ıa de la
materia bario´nica, es pequen˜a en comparacio´n a la de los otros dos casos, energ´ıa
bario´nica ma´s radiativa y energ´ıa bario´nica ma´s energ´ıa asociada a la curvatura. En
un hipote´tico Universo vac´ıo, su edad ser´ıa infinita.
Figura 1.5: Edad del Universo como funcio´n de Ωr (para las curvas continua y a
trozos ma´s grandes) y Ωk (solamente para la l´ınea a trozos ma´s pequen˜os) en tres
Universos distintos.
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a la de la l´ınea recta que los une, en un escenario astrono´mico, deben definirse ope-
racionalmente en te´rminos de la luz que emiten los cuerpos celestes, ya que no son
mensurables de un modo directo. Estas distancias proporcionara´n una medida de la
propagacio´n de la luz en el universo y sus valores sera´n una consecuencia del modelo
cosmolo´gico que se adopte.
1.8.1. Distancia de Luminosidad
El flujo observado S0 de un paquete de Ne fotones emitidos isotro´picamente por
un objeto astrono´mico, es definido como la razo´n de la potencia observada L0, a su
a´rea transversal (en este caso a´rea del telescopio),
S0 =
L0
A0
=
E0
δt0A0
, (1.73)
donde E0 = N0hc/λ0 es la energ´ıa observada en el tiempo δt0. Sin embargo, el flujo
del haz de luz tambie´n es definido a trave´s de la distancia de luminosidad del objeto,
dL y de su potencia emitida, Le, como
S0 =
Le
4pid2L
. (1.74)
No obstante, debido a la expansio´n Le no es la misma que se registra en la Tierra,
i.e.,
Le =
Ee
δte
=
Nehc
λeδte
. (1.75)
Utilizando (1.73), (1.75), (1.60) y (1.62), la distancia de luminosidad es
dL =
√
Le
4piS0
=
λ0
λe
√
Ne
N0
A0
4pi
= (1 + z)
√
Ne
N0
A0
4pi
, (1.76)
pero el a´rea del telescopio A0 registra solo una fraccio´n N0/Ne del a´rea total A de
la esfera conce´ntrica en el objeto y que llega hasta nosotros11
A =
∫
a2(t0)r
2
edΩ = 4pia
2(t0)r
2
e (1.77)
por lo tanto, el redshift de un objeto es una medida directa de su distancia de
luminosidad
dL = a(t0)(1 + z)re. (1.78)
Ahora, es necesario notar que un foto´n se mueve a trave´s de (1.52)
cdt = a(t)
(
dr√
1− kr2
)
(1.79)
11No´tese que el radio f´ısico de la esfera es a(t0)re.
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o en te´rminos del redshift
c(1 + z)dt =
a(t0)dr√
1− kr2 , (1.80)
la relacio´n entre z y t es recordada mediante la expresio´n (1.67)
(1 + z)dt = − dz
H0 [Ωr(1 + z)4 + Ωm(1 + z)3 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ]
1/2
. (1.81)
La Ec. (1.80) conlleva∫ re
0
a(t0)dr√
1− kr2 =
∫ z
0
cdz′
H0 [Ωr(1 + z′)4 + Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ]1/2
(1.82)
la integral del miembro izquierdo ya se hab´ıa calculado (1.54), y puede escribirse de
forma ma´s compacta ∫ re
0
dr√
1− kr2 =
1√
k
arcsin
(√
kre
)
, (1.83)
donde debe tenerse en cuenta que k = 0 no puede reemplazarse directamente sino
tomarse el l´ımite k → 0. As´ı
re =
1√
k
sin
[
c
√
k
a(t0)
∫ z
0
dz′
H0 [Ωr(1 + z′)4 + Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ]
1/2
]
.
(1.84)
Si hacemos a(t0) = 1 y recordando (1.41), la distancia de luminosidad es
dL =
c(1 + z)
H0|Ωk|1/2
sin
[∫ z
0
|Ωk|1/2dz′
[Ωr(1 + z′)4 + Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ]1/2
]
,
(1.85)
o escrita de forma corta en te´rminos de H(z), Ec. (1.65)
dL(z) =
c(1 + z)
H0|Ωk|1/2
sin
[
H0
∫ z
0
|Ωk|1/2dz′
H(z′)
]
. (1.86)
La distancia de luminosidad es una funcio´n de los para´metros cosmolo´gicos y por
ende, del modelo de Universo adoptado.
1.8.2. Distancia Diametral Angular
Otro tipo de distancia, que en nuestro empen˜o resulta imprescindible [Cas00],
es definida a trave´s de la razo´n entre la longitud propia (taman˜o f´ısico) del objeto
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en particular, d, al a´ngulo que subtiene en el cielo, θ, y que puede ser medido
directamente,
DA =
d
θ
(1.87)
conocida como distancia diametral angular. Esta definicio´n en un espacio Euclidiano
representa el radio del c´ırculo conce´ntrico en el observador que va hasta el objeto
en la aproximacio´n θ → 0. En el modelo FLRW la distancia al objeto esta´ dada en
te´rminos del factor de escala y del redshift (1.64). Supongamos un observador en el
origen de un sistema de coordenadas (r, θ, φ) que registra
DA = a(t)re =
a(t0)
1 + z
r, (1.88)
donde a(t)re es la distancia f´ısica hasta el objeto, cuyo haz de luz fue emitido en
el tiempo t y que arriva hacia el observador en direccio´n radial. De este modo, la
distancia diametral angular esta´ relacionada con la distancia de luminosidad por
DA =
dL
(1 + z)2
. (1.89)
En la seccio´n anterior se encontro´ la dependencia de re con respecto a z, Ec. (1.84),
sin embargo, esta expresio´n es va´lida solamente en el caso en que el observador
se encuentre en el centro de coordenadas, si su posicio´n es arbitraria, la distancia
diametral angular DA debe ser una funcio´n que depende tanto de la posicio´n del
observador z1 como del objeto z2, i.e.,
DA(z1, z2) = a(t2)r(z1, z2), (1.90)
donde a(t2) es el factor de escala en el segundo objeto y r(z1, z2) es la distancia
radial como´vil entre el objeto y el observador. Utilizando (1.89) y (1.85) la distancia
diametral angular en te´rminos del redshift y los para´metros cosmolo´gicos es
DA(z) =
c|Ωk|−1/2
H0(1 + z)
sin
[∫ z
0
|Ωk|1/2dz′
[Ωr(1 + z′)4 + Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ]1/2
]
(1.91)
o
DA(z) =
c|Ωk|−1/2
H0(1 + z)
sin
[
H0|Ωk|1/2
∫ z
0
dz′
H(z′)
]
. (1.92)
Si el Universo es plano, k = 0, la distancia diametral angular es
DA(z) =
c
(1 + z)
∫ z
0
dz′
H(z′)
. (1.93)
La solucio´n, por ejemplo, en el modelo Einstein-de Sitter, Ωr = ΩΛ = 0, es
DA(z) =
2c
H0
√
Ωm
(
(1 + z)1/2 − 1
(1 + z)3/2
)
. (1.94)
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Hasta el momento hemos utilizado el principio cosmolo´gico para definir la estructura
y dina´mica del Universo, pero esto so´lo es va´lido a gran escala. El Universo real
presenta inhomogeneidades en la distribucio´n de materia que pueden ser modeladas
a trave´s de una fraccio´n α (0 ≤ α ≤ 1), conocido como para´metro de suavidad, que
se encuentra localmente agrupada y sumergida en una porcio´n 1−α de distribucio´n
homoge´nea de materia. Este tipo de Universo no homoge´neo genera el feno´meno
de Lente Gravitacional. La ecuacio´n diferencial de segundo orden que describe la
distancia diametral angular entre dos objetos DA(z1, z), como una funcio´n de sus
redshift (z1, z) y en un Universo donde hay constante cosmolo´gica, fue derivada
12
por Dyer-Roeder [DR73], [SEF99], y conocida de forma homo´nima, i.e.(
1 + zΩm − z(2 + z)ΩΛ
(1 + z)2
)
d2DA(z1, z)
dz2
(1.95)
+
1
1 + z
(
3 +
Ωm
2
+
7zΩm
2
−
(
1 + 6z + 3z2
)
ΩΛ
(1 + z)2
)
dDA(z1, z)
dz
+
3αΩm
2(1 + z)
DA(z1, z) = 0
con las condiciones de frontera
DA(z1, z1) = 0 y
[
dDA(z1, z)
dz
]
z=z1
=
(1 + z1)
−2√
1 + z1Ωm − z1(2+z1)(1+z1)2 ΩΛ
(1.96)
Algunas soluciones de la Ec. (1.95) obtenidas nume´ricamente para las distancias
diametrales angulares con respecto a z, se encuentran visualizadas en diferentes
escenarios cosmolo´gicos y para distintos valores de z1, segu´n los siguientes casos:
Caso I: α = 1 (Universo con una distribucio´n homoge´nea de materia “clump-
free”) (Izquierda) y α = 0 (Universo inhomoge´neo, materia totalmente agru-
pada “clumpy”) (derecha). Figura 1.6
Caso II: valores constantes de Ωm y ΩΛ en cada caso y aumentando α =
0,0, 0,2, · · · , 1,0. Figuras 1.7
12Para la derivacio´n completa y sucinta de la ecuacio´n de Dyer-Roeder ve´ase [Cas00].
1.8. DISTANCIAS COSMOLO´GICAS 49
Figura 1.6: Distancia Diametral angular adimensional H0DA/c como funcio´n del
redshift para α = 1 (panel izquierdo), α = 0 (panel derecho). De arriba a abajo en
ambos pa´neles: Ωm = 0,0 y ΩΛ = 1,0, Ωm = 0,3 y ΩΛ = 0,7, Ωm = 0,7 y ΩΛ = 0,3,
y Ωm = 1,0 y ΩΛ = 0,0. No´tese el cambio en el valor de la DA entre las gra´ficas
primera y segunda (cosmolog´ıa actual) de arriba a abajo, la agrupacio´n de materia
tiene como consecuencia que la DA tenga un ma´ximo local.
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Figura 1.7: Distancia Diametral angular
adimensional H0DA/c como funcio´n del
redshift al aumentar el para´metro de sua-
vidad. De arriba a abajo, Ωm = 1,0 y
ΩΛ = 0,0. Ωm = 0,7 y ΩΛ = 0,3. Ωm = 0,3
y ΩΛ = 0,7. Ωm = 0,01 y ΩΛ = 0,99.
Ωm = 0,0 y ΩΛ = 1,0.
Cap´ıtulo 2
Efecto de Lente Gravitacional
La Relatividad General encuentra uno de sus ma´s grandes aciertos en el Efecto
de Lente Gravitacional, en el cual la masa curva el espacio-tiempo a su alrededor,
deflectando la trayectoria de los haces de luz que pasen a trave´s de ella. A pesar de
que en un principio el propio Einstein supuso que este feno´meno era inescrutable ex-
cepto en la teor´ıa, las te´cnicas modernas de observacio´n astrono´mica han permitido
apreciar las lentes gravitacionales como un efecto medible.
A partir de 1979, cuando Dennis y Walsh observaron por primera vez cuatro ima´ge-
nes del mismo Quasar Q0957 + 561 a una distancia de 8,7 mil millones de an˜os
luz, a trave´s de una galaxia con un nu´cleo su´per masivo a 3,7 mil millones de an˜os
luz, Fig. 2.1; la investigacio´n en el campo del ELG ha sido exponencial, J. Wambs-
ganss [Wam98], constituye´ndose en una de las herramientas ma´s poderosas en la
cosmolog´ıa moderna [SKW06].
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Figura 2.1: Quasar 0957+561, infrarrojo. Las dos ima´genes ma´s brillantes correspon-
den al mismo quasar, mientras que la tercera es una galaxia que actu´a como lente
doblando la luz proveniente del quasar. Imagen tomada de CASTLES SURVEY,
C.S. Kochanek, et. al [KFI+]
2.1. Deflexio´n de la luz por campos gravitacionales
Un par de meses despue´s (1916) de que Einstein publicara la Teor´ıa la Relatividad
General (RG) Karl Schwarzschild encontro´ una solucio´n exacta de las ecuaciones de
campo (1.15), que describen el espacio-tiempo en el exterior de un cuerpo masivo
esta´tico, de simetr´ıa esfe´rica y no rotante. El elemento de l´ınea me´trico de la solucio´n
de Schwarzschild esta´ dado por
ds2 = −c2
(
1− rs
r
)
dt2 +
(
1− rs
r
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.1)
donde rs es el denominado radio de Schwarzschild del cuerpo de masa M y esta´ dado
por
rs =
2GM
c2
. (2.2)
La o´rbita de una part´ıcula que interactu´a con el campo gravitacional de un objeto
puede ser deducida a partir de la me´trica de Schwarzschild, por ejemplo el movimien-
to planetario13, y no se restringe al caso de part´ıculas masivas, pues las ecuaciones
geode´sicas asociadas a la me´trica de Schwarzschild tambie´n conducen al efecto de la
desviacio´n de los haces de luz a causa de campos gravitacionales intensos.
13En efecto, el movimiento al perihelio del planeta Mercurio fue uno de los feno´menos predichos
por la RG y se constituyo´ en uno de sus mayores logros.
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2.1.1. Ecuaciones geode´scias y o´rbita del foto´n
Las ecuaciones geode´sicas describen las curvas en el espacio-tiempo que sigue una
part´ıcula de masa despreciable14 bajo la accio´n solamente de un campo gravitacional,
y esta´n dadas por
d2xσ
dτ2
+ Γσµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0 (2.3)
donde τ es un para´metro que describe la curva geode´sica, y los s´ımbolos de Christoffel
esta´n dados en te´rminos de la me´trica gµν ,
Γσµν =
1
2
gλσ
(
∂gµλ
∂xν
+
∂gνλ
∂xµ
− ∂gµν
∂xλ
)
. (2.4)
Supongamos un haz de luz que se mueve en presencia del campo gravitacional de un
objeto esfe´rico de masa M cuyo exterior esta´ dado por (2.1). Debido a la naturaleza
sime´trica del objeto, el movimiento del rayo de luz se da en el plano ecuatorial
θ = pi/2, con lo cual se rescatan tres de las cuatro ecuaciones de geode´sicas (2.3),
temporal
d2t
dτ2
+
rs
r2
dt
dτ
dr
dτ
(
1− rs
r
)−1
= 0, (2.5)
radial
c2rs
(
dt
dτ
)2
+ 2
(
1− rs
r
) d2r
dτ2
+ rs
(
dr
dτ
)2
− 2r3
(
dφ
dτ
)2
= 0 (2.6)
y angular
d2φ
dτ
+ 2
1
r
dr
dτ
dφ
dτ
= 0. (2.7)
Las ecuaciones geode´sicas no son independientes, en efecto, esta´n relacionadas por
medio de la me´trica (2.1) de tal forma que es posible eliminar la dependencia tem-
poral de la misma. Un foto´n describira´ una geode´sica nula, que al ser dividida por
dτ2, resulta
0 = −c2
(
1− rs
r
)( dt2
dτ2
)
+
(
1− rs
r
)−1(dr2
dτ2
)
+ r2
(
dφ2
dτ2
)
, (2.8)
pero las ecuaciones (2.5) y (2.7) pueden ser integradas como
dt
dτ
=
a
b
(
1− rs
r
)−1
(2.9)
y
dφ
dτ
= c
a
r2
(2.10)
14Por definicio´n de geode´sica, se exige que la masa de la part´ıcula que interactu´a con el campo
gravitacional del objeto esfe´rico sea cero, de modo que su campo pueda ser despreciable y no
contribuya al campo generado por la masa.
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con a y b constantes. Al reemplazar (2.9) y (2.10) en (2.8) podemos encontrar la
dependencia de la coordenada radial con respecto a la angular, resultando la o´rbita
del haz de luz (
dr
dφ
)2
=
r4
b2
− r2
(
1− rs
r
)
. (2.11)
Definiendo r = 1/u, la Ec. (2.11) resulta(
du
dφ
)2
− 1
b2
+ u2(1− urs) = 0 (2.12)
tomando la variable independiente φ, la ecuacio´n diferencial de segundo orden que
describe la trayectoria del foto´n es
d2u
dφ2
+ u− 3
2
rsu
2 = 0. (2.13)
La solucio´n de esta ecuacio´n puede hallarse por medio de iteraciones, encontra´ndose
en particular que el a´ngulo de deflexio´n de la trayectoria del haz de luz producido
por la masa esfe´rica es15
∆φ =
4GM
c2
1
r0
, (2.14)
donde r0 es la distancia ma´s cercana al objeto ma´sico a la cual el foto´n pasa, llamada
para´metro de impacto.
Para el caso del Sol, ∆φ ≈ 1,74 segundos de arco, a´ngulo que fue medido por Sir
Arthur Eddington en mayo de 1919 durante un eclipse solar en una expedicio´n
al golfo de Guinea en la Isla Pr´ıncipe, sus resultados fueron publicados un an˜o
despue´s[DED20], lo que dio a Einstein renombre mundial. Este feno´meno netamente
relativista se le conoce como Efecto de Lente Gravitacional (Gravitational lensing).
2.2. Ecuacio´n de la lente
Supongamos una fuente de luz a una distancia16 DOS (o al redshift zS) cuya
posicio´n esta´ descrita por η en el plano S, y algu´n objeto ma´sico a una distancia
DOL en λ en el plano L (o en zL), ambas distancias con respecto a un plano O,
en cuyo centro de coordenadas se situ´a un observador. La distancia del objeto a la
fuente, es decir de L a S la denominaremos DLS.
Bajo la suposicio´n que no existen ma´s campos gravitacionales que deflecten la tra-
yectoria de los haces de luz y que las distancias DLS y DOL sean lo suficientemente
grandes como para que el propio campo del objeto sea inapreciable en los planos S y
15Ve´ase el Ape´ndice A para una deduccio´n detallada de la Ec. (2.14)
16En lo que sigue todas las distancias que se mencionan son diametrales angulares a menos que
se indique lo contrario. Ve´ase la seccio´n 1.8.2.
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Figura 2.2: Trazo geome´trico de los haces de luz en el efecto de lente gravitacional.
Las distancias entre planos son diametrales angulares.
O; la trayectoria de los haces de luz puede ser aproximada a l´ıneas rectas con cierta
flexio´n justo al cruzar por el plano L. Esta aproximacio´n es va´lida en el l´ımite de
campo de´bil o a´ngulos de deflexio´n pequen˜os. En la Fig. 2.2 se muestra el esquema
general de la deflexio´n de la luz emitida por la fuente a causa de la masa, y percibida
por el observador O. All´ı mismo se aprecian los vectores bidimensionales η en S y
ξ + λ en L, los cuales representan las posiciones de partida del haz y de impacto
sobre los planos de la fuente y la lente respectivamente. Los a´ngulos β y θ, definidos
con respecto al eje o´ptico (l´ınea punteada en la Fig. 2.2) quedara´n especificados por
los vectores antes mencionados, de modo que sera´ u´til asociarles un cara´cter vecto-
rial. En ausencia de masa, la imagen de la fuente es vista por el observador en la
posicio´n η o β y el haz de luz se mueve a trave´s de la trayectoria descrita por la
l´ınea a guiones, de otro modo, bajo la influencia gravitacional del objeto, los haces
de luz se desv´ıan un a´ngulo αˆ, que llamaremos de deflexio´n; lo que produce que la
posicio´n de la imagen que registra el observador cambie a θ.
En virtud de la definicio´n de distancia diametral angular (1.87), se puede establecer
una relacio´n vectorial entre la posicio´n de la imagen con y sin lente en el plano de
la misma.
η + αˆDLS = θDOS (2.15)
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con lo cual
βDOS + αˆDLS = θDOS (2.16)
donde a αˆ se le ha asignado tambie´n una dimensio´n vectorial. De lo anterior resulta
β = θ − αˆDLS
DOS
(2.17)
o simplemente
β = θ −α (2.18)
donde α es el llamado a´ngulo escalado y esta´ relacionado con el a´ngulo de deflexio´n
por
αDOS = αˆDLS (2.19)
En general α depende de la distribucio´n de masa de la lente que causa la deflexio´n
al haz de luz y de la posicio´n sobre L en la cual e´ste incida, es decir es una funcio´n
de θ, de modo que la Ec. (2.18) debe ser escrita como
β = θ −α(θ) (2.20)
conocida como ecuacio´n de la lente. Esta es la relacio´n ba´sica entre la posicio´n real
de la fuente y su posicio´n aparente, observadas por O.
2.3. A´ngulo de deflexio´n de una distribucio´n de masa
Sea el caso de una lente puntual cuyo a´ngulo de deflexio´n es muy pequen˜o, esto
es αˆ  1 (lo que se conoce como aproximacio´n de lente delgada o aproximacio´n de
Born). En la seccio´n 2.14 se derivo´ la expresio´n para el a´ngulo de deflexio´n generado
por una masa esfe´rica a partir de la me´trica de Schwarzschild, por tanto de la Fig.
2.2 se obtiene
αˆ(ξ) =
4GM
c2ξ
(2.21)
donde αˆ = |αˆ| y ξ = |ξ|.
En el caso de campos de´biles, el a´ngulo de deflexio´n de una distribucio´n discre-
ta de masas en L puede ser considerado como la superposicio´n de las deflexiones
individuales de cada masa, de modo que
αˆ(ξ) =
4G
c2
Σi
(
mi
ξ − ξi
|ξ − ξi|2
)
(2.22)
donde, como se hab´ıa mencionado, se le ha dado un valor vectorial al a´ngulo de
deflexio´n.
La expresio´n (2.22) nos invita a definir el a´ngulo de deflexio´n de una distribucio´n
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continua de masa de densidad volume´trica17 ρ = ρ(ξ1, ξ2, z), como el l´ımite infinito
de la suma de a´ngulos de deflexio´n debidos a elementos de masa dm = ρ(ξ1, ξ2, z)dV
αˆ(ξ) =
4G
c2
∫
V ′
ξ − ξ′
|ξ − ξ′|2dm(ξ
′
1, ξ
′
2, z
′). (2.23)
Esta integral puede ser llevada a cabo sobre todo el espacio debido a que no hay
contribucio´n al a´ngulo de deflexio´n por fuera de la distribucio´n
αˆ(ξ) =
4G
c2
∫
<3
ρ(ξ′1, ξ
′
2, z
′)
ξ − ξ′
|ξ − ξ′|2dξ
′
1dξ
′
2dz
′ (2.24)
y ya que el vector ξ reposa en el plano de la lente L y es bidimensional podemos
expresar la integral triple como
αˆ(ξ) =
4G
c2
∫
<2
ξ − ξ′
|ξ − ξ′|2
∫
<
ρ(ξ′1, ξ
′
2, z
′)dz′dξ′1dξ
′
2 (2.25)
Si definimos la densidad de masa superficial de la lente como la proyeccio´n de la
masa volume´trica en L,
Σ(ξ′) =
∫
<
ρ(ξ′1, ξ
′
2, z
′)dz′ (2.26)
el a´ngulo de deflexio´n es
αˆ(ξ) =
4G
c2
∫
<2
Σ(ξ′)
ξ − ξ′
|ξ − ξ′|2dξ
′
1dξ
′
2. (2.27)
En este punto cabe anotar el hecho de que toda la informacio´n f´ısica de la lente
esta´ contenida en el a´ngulo de deflexio´n y e´ste a su vez en la densidad de masa de
la lente.
Como las distancias diametrales angulares son definidas en te´rminos de a´ngulos, Ec.
(1.87), el a´ngulo de deflexio´n es funcio´n de los mismos, donde dξi = DOLdθi con
i = 1, 2
αˆ(θ) =
4GDOL
c2
∫
<2
Σ(θ′)
θ − θ′
|θ − θ′|2dθ
′
1dθ
′
2 (2.28)
y recordando la relacio´n con el a´ngulo escalado Ec. (2.19)
α(θ) = αˆ(θ)
DLS
DOS
=
4G
c2
DOLDLS
DOS
∫
<2
Σ(θ′)
θ − θ′
|θ − θ′|2dθ
′
1dθ
′
2 (2.29)
Los te´rminos constantes pueden ser recogidos en una funcio´n (la aparicio´n de la
constante pi tiene una razo´n que se explicara´ adelante)
Σcr =
c2
4piG
DOS
DOLDLS
(2.30)
17No debe confundirse la coordenada z sobre la cual se define la densidad volume´trica, con el
redshift, tambie´n simbolizado por medio de la z.
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la cual es conocida como la densidad de masa superficial cr´ıtica y depende de las
distancias involucradas y, por lo tanto, del modelo cosmolo´gico. Con esta nueva
definicio´n, el a´ngulo escalado sera´
α(θ) =
1
pi
∫
<2
Σ(θ′)
Σcr
θ − θ′
|θ − θ′|2dθ
′
1dθ
′
2 (2.31)
No todos los sistemas gala´cticos tienen las mismas consecuencias gravitacionales
sobre los haces de luz, pues esto depende enteramente de las propiedades ma´sicas
de cada sistema, por ejemplo en el re´gimen del ELG Fuerte son comunes carac-
ter´ısticas como la multiplicidad de ima´genes y la deformacio´n de la fuente; por lo
tanto es conveniente definir una cantidad que sirva de criterio de comparacio´n en-
tre los reg´ımenes existentes: strong y weak lensing, la densidad de masa superficial
adimensional, o conocida como convergencia κ(θ)
κ(θ) =
Σ(θ)
Σcr
(2.32)
entonces, el a´ngulo de deflexio´n escalado sera´
α(θ) =
1
pi
∫
<2
κ(θ′)
θ − θ′
|θ − θ′|2dθ
′
1dθ
′
2 (2.33)
Lentes para las cuales κ(θ) ≈ 1 pueden considerarse como lentes fuertes, mientras
que en el caso κ(θ) 1 son llamadas de´biles.
2.4. Potencial deflector
Utilizando ahora el hecho que(
∂
∂θ1
,
∂
∂θ2
)
ln |θ − θ′| = ∇θ ln |θ − θ′| = θ − θ
′
|θ − θ′|2 (2.34)
e introduciendo esto en el a´ngulo escalado
α(θ) =
1
pi
∫
<2
κ(θ′)∇θ ln |θ − θ′|dθ′1dθ′2, (2.35)
el gradiente puede ser llevado fuera de la integral, pues es evaluado con respecto a
los a´ngulos no primados
α(θ) = ∇θ
(
1
pi
∫
<2
κ(θ′) ln |θ − θ′|dθ′1dθ′2
)
, (2.36)
es decir
α(θ) = ∇ψ(θ), (2.37)
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donde
ψ(θ) =
1
pi
∫
<2
κ(θ′) ln |θ − θ′|dθ′1dθ′2 (2.38)
es el potencial deflector bidimensional que contiene igualmente toda la informacio´n
de la lente como su masa o ubicacio´n cosmolo´gica.
El potencial deflector satisface la Ecuacio´n de Poisson, pues a partir de
∇2θ ln |θ − θ′| = 2piδ(θ − θ′) (2.39)
siendo δ(θ) la funcio´n Delta de Dirac. Tomando la divergencia del a´ngulo de deflexio´n
∇ ·α(θ) = ∇2ψ(θ) = 1
pi
∫
<2
κ(θ′)∇2θ ln |θ − θ′|dθ′1dθ′2 (2.40)
con lo cual
∇2ψ(θ) = 2
∫
<2
κ(θ′)δ(θ − θ′)dθ′1dθ′2 = 2κ(θ) (2.41)
es decir
∇2ψ(θ) = 2κ(θ) (2.42)
en este punto se aprecia claramente por que´ se introdujo la constante pi en la defi-
nicio´n de la densidad de masa Σcr, expresio´n (2.30).
2.5. Potencial de Fermat
A partir de la Ec. (2.37) se puede escribir la ecuacio´n de la lente en te´rminos del
potencial deflector
β = θ −∇ψ(θ) (2.43)
o
β − θ +∇ψ(θ) = 0 (2.44)
y recordando que el gradiente es una funcio´n de las coordenadas (θ1, θ2)
1
2
∇(θ − β)2 = β − θ (2.45)
podemos escribir la ecuacio´n de la lente como
∇
[
1
2
(θ − β)2 − ψ(θ)
]
= 0 (2.46)
o
∇Φ(θ;β) = 0 (2.47)
donde se ha introducido el Potencial de Fermat
Φ(θ;β) =
1
2
(θ − β)2 − ψ(θ) (2.48)
Escribir la ecuacio´n de la lente de la forma (2.47) es u´til ya que la formacio´n de
ima´genes se da en aquellos puntos extremos del potencial de Fermat.
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Figura 2.3: Efecto de lente gravitacional generado por un cu´mulo gala´ctico (RCS2
032727-132623) a z = 0,564 sobre una galaxia de fondo (RCSGA 032727-132609) a
z = 1,701. Cre´dito: NASA, ESA, J. Rigby (NASA Goddard Space Flight Center),
K. Sharon (Kavli Institute for Cosmological Physics; University of Chicago), and M.
Gladders and E. Wuyts (University of Chicago). Imagen tomada en marzo de 2011.
2.6. Distorsio´n de las ima´genes
Einstein pensaba que los efectos de las lentes gravitacionales eran inapreciables,
sin embargo, con el desarrollo de potentes telescopios como el Hubble se ha podido
observar en detalle la excelsitud de este feno´meno. En la Fig. 2.3 se observa uno
de los ma´s espectaculares ejemplos, donde el campo gravitacional de un cu´mulo de
galaxias, no so´lo deforma y rota casi un a´ngulo de 90◦ una galaxia de fondo sino que
tambie´n aumenta su brillo.
Si la fuente es mucho ma´s pequen˜a que la escala angular en la cual las propiedades
de la lente cambian, la ecuacio´n de la lente puede ser linealizada localmente. La
distorsio´n de las ima´genes queda descrita por medio del jacobiano de la matriz, el
cual caracteriza el mapeo del plano de la lente al plano de la fuente,
A = ∂βi
∂θj
i, j = 1, 2 (2.49)
la primer componente de la matriz de la transformacio´n se obtiene cuando i = j = 1
∂β1
∂θ1
=
∂
∂θ1
(
θ1 − ∂ψ(θ)
∂θ1
)
= 1− ∂
2ψ(θ)
∂θ21
(2.50)
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y para la segunda i = 1, j = 2
∂β1
∂θ2
=
∂
∂θ2
(
θ1 − ∂ψ(θ)
∂θ1
)
= −∂
2ψ(θ)
∂θ2∂θ1
. (2.51)
Haciendo lo propio para las otras dos componentes se obtiene
A =
(
δij − ∂
2ψ(θ)
∂θi∂θj
)
i, j = 1, 2 (2.52)
sin embargo, es muy u´til expandir el u´ltimo te´rmino de la Ec. (2.50) de la siguiente
forma
∂2ψ(θ)
∂θ21
=
1
2
(
∂2ψ(θ)
∂θ21
+
∂2ψ(θ)
∂θ22
)
+
1
2
(
∂2ψ(θ)
∂θ21
− ∂
2ψ(θ)
∂θ22
)
. (2.53)
Se aprecia claramente que el primer te´rmino entre pare´ntesis del miembro derecho
de la ecuacio´n anterior es la convergencia, Ec (2.42) y definiendo
γ1(θ) =
1
2
(
∂2ψ(θ)
∂θ21
− ∂
2ψ(θ)
∂θ22
)
(2.54)
y
γ2(θ) =
∂2ψ(θ)
∂θ2∂θ1
(2.55)
conocidas como las componentes del Shear, se obtiene
∂β1
∂θ1
= 1− κ− γ1 (2.56)
∂β1
∂θ2
= −γ2 (2.57)
Por lo tanto, la matriz de la transformacio´n estara´ dada por
A =
(
1− κ− γ1 −γ2
−γ2 1− κ+ γ1
)
(2.58)
Inmediatamente se observa que la traza de la matriz es funcio´n del potencial deflector
TrA = 2(1− κ) = 2−∇2ψ (2.59)
Las cantidades γ1 y γ2 pueden ser combinadas para definir el nu´mero complejo
γ = γ1 + iγ2, (2.60)
es decir
γ(θ) =
1
2
(
∂2ψ(θ)
∂θ21
− ∂
2ψ(θ)
∂θ22
)
+ i
∂2ψ(θ)
∂θ2∂θ1
(2.61)
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o en te´rminos de un operador diferencial actuando sobre el potencial deflector
γ(θ) =
[
1
2
(
∂2
∂θ21
− ∂
2
∂θ22
)
+ i
∂2
∂θ2∂θ1
]
ψ(θ), (2.62)
esta interpretacio´n del shear en te´rminos del potencial constituye el punto de partida
para reconstru´ır la masa de una distribucio´n que actu´a como lente sobre una fuente
de fondo, me´todo conocido como Kaiser & Squires.
2.7. Magnificacio´n
Las formas de las ima´genes y la de la fuente son, en general, distintas. Sin embar-
go, la desviacio´n de la luz no supone la absorcio´n ni emisio´n de los fotones, de modo
que la distribucio´n de brillo superficial (o intensidad esfec´ıfica) no se ve alterada por
el efecto de lente gravitacional. Es decir
I(θ) = I[β(θ)] (2.63)
Debido a que la ecuacio´n de la lente puede linealizarse, β es descrito por la matriz
jacobiana, y por ende, la razo´n entre los a´ngulos so´lidos subtenidos por una imagen
y su fuente es el inverso del determinante de la matriz, llamado magnificacio´n µ.
En esa direccio´n, escribiremos la ecuacio´n de valores propios de la matriz jacobiana
como
(1− κ− γ1 − λ)(1− κ+ γ1 − λ)− γ22 = 0 (2.64)
(1− κ− λ)2 − γ21 − γ22 = 0 (2.65)
λ = 1− κ± (γ21 + γ22)1/2 (2.66)
y definiendo la amplitud del shear como
|γ| = (γ21 + γ22)1/2 (2.67)
los valores propios de A resultan
λ1 = 1− κ+ |γ|, λ2 = 1− κ− |γ|. (2.68)
Por lo tanto, el determinante de la matriz jacobiana es
λ1λ2 = (1− κ)2 − γ2 (2.69)
y la magnificacio´n
µ =
1
|detA| =
1
|(1− κ)2 − γ2| (2.70)
esto es, la razo´n entre los flujos observados de la fuente con, y sin lente. Puede
demostrarse a partir de este efecto que las ima´genes son distorsionadas tanto en
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taman˜o como en forma. Por ejemplo, si la fuente es circular, su imagen sera´ una
elipse con semieje mayor λ1r y menor λ2r, si κ < 1.
Cabe notar que la matriz jacobiana Ec. (2.58) puede ser reescrita como
A = (1− κ)
(
1 0
0 1
)
−
(
γ1 γ2
γ2 −γ1
)
(2.71)
y debido a que el shear se definio´ como una cantidad compleja, la Ec. (2.60) implica
que el shear puede expresarse en te´rminos de un a´ngulo φ que representa la fase del
shear
γ = |γ|e2iϕ = |γ| (cos 2ϕ+ i sin 2ϕ) (2.72)
de modo que las componentes del shear se pueden reescribir como
γ1 = |γ| cos 2ϕ γ2 = |γ| sin 2ϕ (2.73)
y la Ec. (2.71) sera´ entonces
A = (1− κ)
(
1 0
0 1
)
− |γ|
(
cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ
)
(2.74)
Lo que indica que la convergencia solamente reduce o amplia la imagen mientras
que el shear es la cantidad que induce anisotrop´ıa a la fuente.
No obstante de la ecuacio´n anterior, al factorizar el te´rmino que tiene que ver con
la convergencia de la matriz jacobiana se obtiene
A = (1− κ)
(
1− g1 −g2
−g2 1 + g1
)
(2.75)
donde se ha introducido la cantidad
gi =
γi
1− κ (2.76)
conocido como shear reducido. Al igual que γ, g puede ser considerado como un
nu´mero complejo y sus componentes determinan el cambio en la forma entre la
fuente y su imagen.
2.8. Curvas cr´ıticas y ca´usticas
No para todos los puntos en L la transformacio´n dada por la ecuacio´n de la lente
puede ser invertida. All´ı, el determinante de la matriz jacobiana es ide´nticamente
cero, de modo que la magnificacio´n en esos puntos es infinita. Tales parejas (θ1, θ2)
son llamadas puntos cr´ıticos y a su imagen a trave´s de la ecuacio´n de la lente en
el plano de la fuente S, (β1, β2) puntos ca´usticos. El conjunto de todos los pun-
tos cr´ıticos se les conoce como curva cr´ıtica y al de los ca´usticos, curva ca´ustica.
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Cuando una fuente reposa cerca a una curva ca´ustica, su imagen es fuertemente
distorsionada formando arcos de luz y perfiles de “banana”. El nu´mero de ima´genes
(multiplicidad18) depende de la posicio´n de la fuente en su plano, pues las curvas
cr´ıticas dividen el plano de la lente en regiones de paridad negativa (µ < 0) y posi-
tiva (µ > 0) de modo que cuando la fuente cruce sus correspondientes ca´usticas el
nu´mero de ima´genes puede ser aumentado o disminuido en 2.
El potencial deflector determina las curvas cr´ıticas y ca´usticas al igualar el determi-
nante de la matriz (2.49) a cero
detA = 0 (2.77)
lo que quiere decir
(1− ∂θ1∂θ1ψ(θ1, θ2)) (1− ∂θ2∂θ2ψ(θ1, θ2))− (∂θ1∂θ2ψ (θ1, θ2))2 = 0. (2.78)
No obstante de la definicio´n en te´rminos de ψ(θ), resulta u´til escribir la Ec. (2.77)
en te´rminos del shear Ec. (2.60) y de la convergencia (2.32)
(1− κ(θ))2 − γ21(θ)− γ22(θ) = 0, (2.79)
(1− κ(θ))2 − γ2(θ) = 0, (2.80)
(1− κ(θ)− |γ(θ)|)(1− κ(θ) + |γ(θ)|) = 0. (2.81)
Es decir, las curvas cr´ıticas se obtendra´n cuando alguna de un par de ecuaciones se
satisfaga para θ
κ(θ) + |γ(θ)| = 1 (2.82)
o
κ(θ)− |γ(θ)| = 1. (2.83)
En la Fig. 2.4 se muestran las curvas cr´ıticas y ca´usticas obtenidas a partir de una
lente compuesta por un par de galaxias ide´nticas modeladas como esferas isotermas
con nu´cleos y separadas desde sus centros una distancia de 100r0 (izquierda) y 160r0
(derecha), donde r0 es el radio de los nu´cleos. En el pa´nel inferior se aprecian los
potenciales de Fermat (2.48) de ambas configuraciones para una fuente ubicada en
(1, 1) (unidades en kpc) en su plano. Las posiciones de las ima´genes se dan en los
puntos maximales.
2.9. Efecto de lente de´bil
Debido a que el principal efecto de los campos gravitacionales sobre las fuentes
de fondo es distorsionar sus ima´genes, es posible medir a partir de las mismas, las
propiedades de la lente que causa la distorsio´n. Para ello es indispensable cuantificar
la forma de una galaxia en te´rminos de cantidades observables, adema´s la mayor´ıa
18Cuando la lente es capaz de producir ma´s de una geode´sica conectando la fuente y el observador.
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Figura 2.4: Curvas cr´ıticas (arriba) y ca´usticas (medio) y potencial de Fermat (abajo)
de un sistema binario de galaxias modeladas como esferas isotermas no singulares al
separar sus centros en dos arreglos distintos. Las unidades en todos los diagramas
es 1kp.
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de galaxias que se observan poseen formas irregulares y esta´n dadas en te´rminos del
brillo de cada pixel de la ca´mara CCD con la que se registre. Es por esto que se
debe definir una cantidad para determinar taman˜o y forma las cuales den cuenta de
la irregularidad de las ima´genes.
Sea I(θ) la distribucio´n de brillo superficial de la imagen de una galaxia, se define
el centro de la imagen como
θc =
∫
θq[I(θ)]d2θ∫
q[I(θ)]d2θ
(2.84)
donde q[I(θ)] es una funcio´n de peso que dede ser escogida apropiadamente, por
ejemplo, la funcio´n paso de Heaviside
H(x) =
{
1 si x ≥ 0
0 si x < 0
(2.85)
de modo que se puede definir
q(I) = H(I − I ′) (2.86)
donde I ′ es una superficie de brillo l´ımite (isofota). As´ı mismo, si
q(I) = I (2.87)
θc sera´ el centro de luz de la imagen.
Una vez que se halla escogido q(I), se define el tensor de momentos de segundo brillo
Qij =
∫
(θi − θci)(θj − θcj)q[I(θ)]d2θ∫
q[I(θ)]d2θ
, i, j = 1, 2 (2.88)
as´ı definido, el tensor Q cuyas componentes esta´n dadas por la Ec. (2.88), es sime´tri-
co, de modo que su determinante, que es un invariante, nos servira´ para definir el
taman˜o de la imagen como
ω = (Q11Q22 −Q212)1/2 (2.89)
tal que, si q(I) esta´ definida mediante la Ec. (2.86), ω sera´ proporcional al a´ngulo
so´lido encerrado por la isofota l´ımite.
Ahora cuantificamos la forma de la imagen definiendo la elipticidad compleja,
 = 1 + i2. (2.90)
Por ejemplo una posible escogencia es
χ =
Q11 −Q22 + 2iQ12
Q11 +Q22
(2.91)
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o, que usaremos de ahora en adelante (por razones ma´s abajo expuestas)
 =
Q11 −Q22 + 2iQ12
Q11 +Q22 + 2(Q11Q22 −Q212)1/2
(2.92)
Esta definicio´n concuerda con la invarianza en la rotacio´n de una elipse un a´ngulo
de 180◦, ya que, en el caso en el que se trate de una imagen con isofotas el´ıpticas
con semiejes a y b, tales que a/b ≤ 1, entonces
 =
a− b
a+ b
e2iϕ = ||e2iϕ (2.93)
siendo ϕ el a´ngulo barrido por el semieje mayor de la elipse al ser rotada, y se
encuentra a partir de la Ec. (2.90), que corresponde la mitad de la fase de χ.
Sea ahora IS(β) la distribucio´n de brillo superficial de la imagen de la galaxia sin el
efecto de la lente, donde β es la posicio´n de la fuente y se halla relacionado con θ
mediante la ecuacio´n de la lente. Y definamos el tensor de los segundos momentos
de brillo de la fuente sin el efecto de la lente del mismo modo que para la imagen
Ec. (2.88)
QSij =
∫
(βi − βci)(βj − βcj)q[IS(β)]d2β∫
q[IS(β)]d2β
, i, j = 1, 2 (2.94)
donde βc es la posicio´n angular del centro de la lente sin el efecto de la lente, y tiene
la misma forma que θc Ec. (2.84).
En la seccio´n (2.7) se menciono´ que el paquete de luz proveniente de la fuente no es
emitido ni absorbido en el proceso de desviacio´n, es decir que el brillo superficial de
la fuente permanece constante, esto es
IS(β) = I(θ) (2.95)
adema´s localmente es posible escribir la ecuacio´n de la lente como
βi − βci = aij(θj − θjc) (2.96)
donde los te´rminos de la matriz jacobiana de la ecuacio´n de la lente son
aij = δij − ∂
2ψ(θ)
∂θi∂θj
, i, j = 1, 2 (2.97)
Lo anterior permite escribir a QSij en te´rminos de Qij
QSij = aikajlQ
kl, k, l = 1, 2 (2.98)
o en notacio´n matricial
QS = AQAT (2.99)
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pero la matriz jacobiana es sime´trica A = AT , luego
QS = AQA (2.100)
es decir, se puede obtener el tensor de los segundos momentos de brillo de la fuente a
partir de aquel de la imagen si se conoce el jacobiano de la transformacio´n A = A(θ).
Ahora definimos la elipticidades complejas S de la fuente en el mismo modo que
para las ima´genes Ec. (2.92),
S =
QS11 −QS22 + 2iQS12
QS11 +QS22 + 2(QS11QS22 −Q2S12)1/2
(2.101)
pero al estar relacionadas las componentes de los tensores de los segundos momentos
de brillo de la fuente y la imagen, Ec. (2.98), puede demostrarse que las elipticidades
de la imagen  y de la fuente S esta´n relacionadas mediante
 =

(S + g)/(1 + g
∗s) si |g| ≤ 1
(1 + g∗S)/(∗s + g∗) si |g| > 1
(2.102)
donde g es el shear reducido definido por la Ec. (2.76)
g =
γ
1− κ (2.103)
y es la cantidad que cuantifica el grado y direccio´n de la distorsio´n de las ima´genes.
El asterisco denota el complejo conjugado de las cantidades en la Ec. (2.102). Por
otra parte, el determinante de la matriz jacobiana puede ser escrito en te´rminos del
shear reducido Ec. (2.75)
detA = (1− g2)(1− κ)2 = (1− |g|)(1 + |g|)(1− κ)2 (2.104)
lo cual implica que las condiciones |g| ≤ 1 y |g| > 1 son equivalentes a detA ≥ 0
y detA < 0 respectivamente, es decir, la elipticidad dependera´ de la paridad de la
regio´n en la cual repose la imagen.
Cap´ıtulo 3
Algunos modelos de lente
Los efectos como la multiplicidad y la deformacio´n de ima´genes dependen de la
distribucio´n de materia que causa el campo gravitacional. Los modelos de lentes se
han nutrido en buena parte de funciones de distribucio´n provenientes de la dina´mi-
ca gala´ctica, dadas en te´rminos de leyes de potencias, e.g., el modelo de Hernquist
[Her90], el modelo NFW (Navarro, Frenk & white) [NFW96], el modelo de Jaffe
[Jaf83], por solo mencionar algunos.
En efecto, esta clase de modelos basados en leyes de potencias han dado al LG avan-
ces importantes. Tal es el caso del modelo Plummer [Plu11], quien puede dar cuenta
de una galaxia achatada con un agujero negro central su´per masivo, conduciendo a
posibles me´todos de deteccio´n de los mismos gracias a sus propiedades como lente
[WE06]; o, e.g. ρ ∝ r−2 en la EI (esfera isoterma), fue suficiente para explicar las
curvas de rotacio´n planas de galaxias a grandes distancias [RR73]. No obstante, para
cada modelo es necesario introducir perturbaciones debido a otras galaxias, cu´mulos,
o halos de materia oscura.
En este cap´ıtulo repasaremos el efecto de lente gravitacional producido por distri-
buciones de masa modelados a trave´s de perfiles conocidos.
69
70 CAPI´TULO 3. ALGUNOS MODELOS DE LENTE
3.1. Esfera Singular Isoterma
El modelo de la Esfera Singular Isoterma (SIS) resulta de comparar un siste-
ma estelar, como una galaxia o un cu´mulo de galaxias, con una esfera de gas ideal
isote´rmico y autogravitante, los cuales resultan, al menos matema´ticamente, ide´nti-
cos desde el punto de vista estructural en sus ecuaciones de Poisson; conocida como
ecuacio´n de Lane-Emden de la politropa. Ahora bien, e´ste sistema ofrece una de
las pocas soluciones anal´ıticas de dicha ecuacio´n interpretada como una politropa
con ı´ndice adiaba´tico igual a la unidad y donde la densidad de masa volume´trica
esta´ dada por [BT94]
ρ(r) =
σ2
2piGr2
(3.1)
donde σ es la velocidad de dispersio´n de la galaxia y cabe notar que la singularidad
del modelo cuando r → 0 puede ser evitada otorgando a la esfera un nu´cleo de modo
que el modelo sea mejorado.
Modelaremos una lente gala´ctica por medio de una SIS, a una distancia DOL, deflec-
tando los haces de luz provenientes de una fuente a una distancia DOS de nosotros y
DLS de la lente. De modo que la densidad escrita ahora en te´rminos de los vectores
paralelos y perpendicular al plano de la lente ~r = (~ξ, z) [SEF99], es
ρ(ξ, z) =
σ2
2piG (ξ2 + z2)
(3.2)
donde ξ = (ξ21 + ξ
2
2)
1/2.
A partir de (2.26), la densidad de masa proyectada sera´
Σ(ξ) =
σ2
piG
∫ ∞
0
1
(ξ2 + z2)
dz =
σ2
Gpiξ
[
ArcTan
(
z
ξ
)]∞
0
(3.3)
Σ(ξ) =
σ2
2G
(
1
ξ
)
(3.4)
y por medio de la densidad cr´ıtica (2.30), es posible escribir la convergencia
κ(ξ) =
2piσ2DOLDLS
c2DOS
(
1
ξ
)
(3.5)
o, escrita en te´rminos de θ, que no debe confundirse con el a´ngulo polar,
κ(θ) =
2piσ2DLS
c2DOS
1
θ
(3.6)
donde ξ = DOLθ.
La Ecuacio´n de Poisson de acuerdo a las coordenadas antes descritas y para la
distribucio´n de masa esfe´rica, queda expresada por
1
θ
∂
∂θ
(
θ
∂ψ(θ)
∂θ
)
= 2κ(θ) (3.7)
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lo que conduce a19
ψ(θ) = 2
∫ θ
0
θ′κ(θ′) ln
(
θ
θ′
)
dθ′ (3.8)
ψ(θ) =
4piσ2DLS
c2DOS
∫ θ
0
ln
(
θ
θ′
)
dθ′ (3.9)
es decir
ψ(θ) =
4piσ2DLS
c2DOS
θ. (3.10)
Las curvas cr´ıticas de este perfil son c´ırculos cuyo radio es proporcional a la velocidad
de dispersio´n de la galaxia
θ21 + θ
2
2 =
(
4piσ2DLS
c2DOS
)2
(3.11)
con lo cual las curvas ca´usticas convergen a
β21 + β
2
2 = 0. (3.12)
La ecuacio´n de la lente sera´
βi(θ1, θ2) = θi − ∂θiψ(θ1, θ2); i = 1, 2 (3.13)
βi(θ1, θ2) = θi
(
1− 4piσ
2DLS
c2DOSθ
)
; i = 1, 2 (3.14)
con θ =
√
θ21 + θ
2
2.
Supongamos que la posicio´n real de la fuente es β = (β1, β2), y dado que la ecuacio´n
de la lente es invertible, es posible hallar las posiciones de las ima´genes a partir de
aque´lla de la fuente
β2 = θ2
(
1− 4piσ
2DLS
c2θDOS
)2
(3.15)
β = ±
(
θ − 4piσ
2DLS
c2DOS
)
(3.16)
llamaremos θp y θn las dos ra´ıces que corresponden a su signo, (p), positiva y (n),
negativa, respectivamente
β = θp − 4piσ
2DLS
c2DOS
→ θp = β + 4piσ
2DLS
c2DOS
(3.17)
β = −θn + 4piσ
2DLS
c2DOS
→ θn = −β + 4piσ
2DLS
c2DOS
(3.18)
19Vea´se el Ape´ndice B
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donde las posiciones de las ima´genes son θp = (θp1, θp2) y θn = (θn1, θn2).
Con las posiciones reales de las ima´genes, Ec. (3.17) y (3.18), podemos calcular las
posiciones de las fuentes βp = (βp1, βp2) y βn = (βn1, βn2) arrojadas a trave´s de la
ecuacio´n de la lente, que esta vez, depende del modelo que se escoja.
Un modelo con mayor realidad f´ısica procede de la inclusio´n de un nu´cleo que evite
la singularidad de la Ec. (3.1) en r → 0
ρ ∝ (r2c + r2)−1 (3.19)
donde rc es el radio del nu´cleo. Las propiedades de lente de una versio´n ma´s razonable
de este modelo se estudiara´n a continuacio´n.
3.2. Elipsoide Isotermo
La Esfera Singular Isoterma no es consistente con la forma real de las galaxias
ni con su densidad central, sin embargo, un mejor modelo puede ser aprovechado
al introducir cierta elipticidad al potencial (3.10) y removiendo la singularidad por
medio de (3.19)
ψ(θ1, θ2) =
4piσ2DLS
c2DOS
[
θ20 + (1− )θ21 + (1 + )θ22
]1/2
, (3.20)
redefiniendo las coordenadas escaladas por la elipticidad
q1 = θ1
√
1−  y q2 = θ2
√
1 + , (3.21)
b1 = β1
√
1−  y b2 = β2
√
1 + , (3.22)
la ecuacio´n de la lente puede escribirse como
bi = qi
(
1− ki
(θ0 + q2)1/2
)
(3.23)
con i = 1, 2; donde q2 = q21 + q
2
2, y
k1 = k(1− ) y k2 = k(1 + ). (3.24)
con
k =
4piσ2DLS
c2DOS
(3.25)
Un ejemplo de formacio´n de ima´genes a partir de la Ec. (3.23) se visualiza en la
Fig. 3.1 para una fuente circular en la posicio´n (3, 3) y de radio 0,1 (unidades en
kiloparsecs) a trave´s de un elipsoide isotermo para |k1| = 5, |k2| = 15 y θ = 0,1.
En efecto, la Figura muestra la formacio´n de ima´genes circulares de distintos radios.
Las curvas cr´ıticas estara´n dadas por
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Figura 3.1: Formacio´n de ima´genes de una fuente circular ubicada en (3, 3)kpc a
trave´s de una lente gravitacional modelada por medio de un elipsoide isotermo. Las
curvas negras ma´s fuertes corresponden a una fuente de radio 0,1kpc.
k
(
θ20 + q
2
)1/2 [
2θ20 + (1 + )q
2
1 + (1− )q22
]
k2 (1− 2) θ20 +
(
θ20 + q
2
)2 = 1. (3.26)
En la Fig. 3.2 se aprecia la solucio´n nume´rica de la Ec. (3.26) y sus respectivas curvas
ca´usticas por medio de la ecuacio´n de la lente (3.23) bajo los mismos para´metros
definidos l´ıneas atra´s. En ella se observa la transformacio´n entre regiones del plano
de la lente (izquierda) al de la fuente (derecha), la curva cr´ıtica exterior se mapea
en un astroide ca´ustico de cuatro picos, en tanto que la interior (pequen˜o c´ırculo
central) sera´ llevada a trave´s de la ecuacio´n de la lente en una elipse.
3.3. Perfil NFW
A mediados de los an˜os noventa se descubrio´ un perfil de densidad para los
halos de materia oscura, conocido actualmente como perfil NFW (Julio Navarro,
Carlos Frenk & Simon White), el cual resulta a partir de investigaciones nume´ricas
sobre ciertas estructuras colapsadas (denominadas halos), encontra´ndose un forma
funcional de la densidad volume´trica del halo. Esta densidad apenas depende de la
masa del halo por lo que puede considerarse casi universal, no obstante para radios
de halo muy pequen˜os el perfil no describe o´ptimamente las observaciones.
El perfil NFW esta´ dado por [NFW96]
ρ(r) =
δkρc
(r/rs)(1 + r/rs)2
(3.27)
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Figura 3.2: Curvas cr´ıticas (izquierda) y ca´usticas (derecha) generadas por un elip-
soide isotermo. Las colores se corresponden en cada diagrama.
este perfil aunque singular en r = 0, presenta una convergencia y potencial deflector
continuos en todo el espacio20 [HCT10]. Adema´s posee un patro´n de escala bien
definido donde la densidad de masa es constante, llamado radio de escala rs = r200/k,
donde k es una funcio´n del corrimiento al rojo cosmolo´gico conocida como para´metro
de concentracio´n, y dentro del radio virial r200 el halo posee una densidad de masa
igual a 200ρc, siendo
ρc =
3H2(z)
8piG
(3.28)
es la densidad cr´ıtica del universo al redshift z del halo, Ec. (1.38), H(z) es el para´me-
tro de Hubble al mismo redshift, y δk es la llamada sobre-densidad caracter´ıstica del
halo, relacionada con k mediante
δk =
200
3
k3
ln(1 + k)− k/(1 + k) (3.29)
Algunos de los efectos del perfil NFW en el contexto de las lentes gravitacionales
ya han sido estudiados [Bar96], [HCT13]; ya que describe la distribucio´n de materia
oscura en el universo gracias a la aplicabilidad directa del perfil NFW al componente
de masa dominante de todos los objetos astrof´ısicos.
Supongamos ahora una lente gravitacional modelada mediante un perfil NFW Ec.
(3.27), donde son va´lidas nuevamente las distancias diametrales angulares atribu´ıdas
para el modelo de la SIS. Expresando la densidad de masa en te´rminos de ~ξ y z
ρ(ξ, z) =
δkρc[
(ξ2 + z2)1/2 /rs
] [
1 + (ξ2 + z2)1/2 /rs
]2 , (3.30)
20La densidad de masa proyectada y potencial deflector son convergentes y de valor real en r = 0.
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con lo cual la densidad de masa proyectada21
Σ(ξ) = 2
∫ ∞
0
ρ(ξ, z)dz (3.31)
Σ(ξ) = − 2δkρcr
3
s
(r2s − ξ2)3/2
((
r2s − ξ2
)1/2
+ 2rsArcTanh
[
ξ − rs
(r2s − ξ2)1/2
])
(3.32)
y la convergencia es, en te´rminos de θ
κ(θ) = − 2δkρcr
3
s
Σcr
(
r2s − θ2D2OL
) (1− 2rs(
r2s − θ2D2OL
)1/2 ArcTanh
[
(rs − θDOL)1/2
(rs + θDOL)
1/2
])
(3.33)
o en te´rminos de la variable escalada x = θDOL/rs
κ(x) = − 1
2C(1− x2)
(
1− 2
(1− x2)1/2
ArcTanh
[
(1− x)1/2
(1 + x)1/2
])
(3.34)
donde se ha definido la constante
C =
Σcr
4δkρcrs
. (3.35)
Ahora es posible calcular el potencial deflector Ec. (3.8)
ψ(x) =
2r2s
D2OL
∫ x
0
x′κ(x′) ln
( x
x′
)
dx′ (3.36)
ψ(x) = − r
2
s
CD2OL
∫ x
0
x′
(1− x′2)
(
1− 2
(1− x′2)1/2
ArcTanh
[
(1− x′)1/2
(1 + x′)1/2
])
ln
( x
x′
)
dx′
(3.37)
ψ(x) = − 2r
2
s
CD2OL
[
ArcTanh2
[
(1− x′)1/2
(1 + x′)1/2
]
+
1
4
ln2
( x
x′
)
(3.38)
− 1
(1− x′2)1/2
ArcTanh
[
(1− x′)1/2
(1 + x′)1/2
]
ln
( x
x′
)]x
0
ψ(x) =
r2s
2CD2OL
(
ln2
(x
2
)
− 4ArcTanh2
[
(1− x)1/2
(1 + x)1/2
])
(3.39)
21Ve´ase el Ape´ndice C
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En la literatura no se halla reportado hasta el momento este potencial Ec. (3.39).
Una vez determinado el potencial deflector, es posible escribir la ecuacio´n de la lente
en te´rminos de las cantidades angulares, Ec. (2.18) donde se lee
β(θ) = θ
∣∣∣∣1− 4δkρcr3sΣcrD2OLθ2
(
ln
(
θDOL
2rs
)
+ (3.40)
2rs(
r2s − θ2D2OL
)1/2 ArcTanh
[
(rs − θDOL)1/2
(rs + θDOL)
1/2
])∣∣∣∣∣ .
O en te´rminos de las coordenadas escaladas, bajo la definicio´n de una nueva funcio´n
f(x) =
1
x2
(
ln
(x
2
)
+
2
(1− x2)1/2
ArcTanh
[
(1− x)1/2
(1 + x)1/2
])
(3.41)
la ecuacio´n de la lente quedara´ escrita como
β(θ) = θ
∣∣∣∣1− 4δkρcrsΣcr f(θ)
∣∣∣∣ (3.42)
o simplemente
y(x) = x
∣∣∣∣1− 1C f(x)
∣∣∣∣ (3.43)
donde se ha hecho el cambio de variable a las coordenadas escaladas (x, y) =
DOL(θ, β)/rs. El comportamiento de la ecuacio´n de la lente en este modelo esta´ vi-
sualizado en la Fig. 3.3, donde puede apreciarse que los ma´ximos y mı´nimos locales
(puntos cr´ıticos) dependen del valor de C. En tanto, la Fig. 3.4 muestra la ecuacio´n
de la lente en el caso en que C = 0,1. Dependiendo de la posicio´n de la fuente en su
plano existen cuatro posibilidades de formacio´n de ima´genes, si
y = 0, existira´n infinitas ima´genes (anillo de Einstein de radio xc1), si
0 < y < y(xc2), existira´n tres ima´genes, una en el interior del c´ırculo de radio
xc2 y otra exterior al mismo, pero interior al de radio xc1, y la tercera exterior
a xc1, pero interior al c´ırculo de radio xr, si
y = y(xc2), existira´n dos ima´genes, una en xc2 y la otra en xr, y si
y > y(xc2), existe solo una imagen exterior al c´ırculo de radio xr.
Como se observa, el nu´mero y formacio´n de ima´genes dependen de xc1 y xc2. En
particular, y(xc2) divide el plano de la lente en secciones donde el nu´mero de ima´ge-
nes var´ıa en dos, de modo que xc2 y y(xc2) correspondera´n a los radios de un c´ırculo
cr´ıtico y ca´ustico de la lente, respectivamente. Cabe notar que xc2 ∈ (0, xc1) y
y(x) = −x
[
1− 1
C
f(x)
]
(3.44)
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Figura 3.3: Ecuacio´n de lente gravitacional modelada con el perfil NFW, (3.43),
como funcio´n de x y de la constante C, que depende de los para´metros de la lente,
(3.35).
pero el ma´ximo de y(x) se halla en
y′(xc2) = 0 (3.45)
esto es
g(xc2) = C (3.46)
donde se ha definido
g(x) = f(x) + xf ′(x). (3.47)
Por otra parte, xc1 6= 0 se encuentra cuando y = 0
f(xc1) = C. (3.48)
En la Fig. 3.5 se encuentra graficado el comportamiento de los puntos maximales
xc1 y xc2 como funcio´n de la constante C. El ma´ximo valor tomado por los puntos
maximales se halla cuando C → 0, de donde, xc1 →∞ y xc2 → 1,3182....
3.3.1. Cr´ıticas y Ca´usticas
En la Seccio´n 2.8 se definieron las curvas cr´ıticas como aquellos puntos donde
la matriz de la transformacio´n no posee inversa, y se demostro´ que esta definicio´n
equivale a solucionar un par de ecuaciones que dependen del shear Ec. (2.60) y de
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Figura 3.4: Ecuacio´n de lente gravitacional modelada con el perfil NFW para un
valor C = 0,1. Destacan los puntos x = 0 y xc1 donde la funcio´n intercepta al eje
horizontal y toma un valor mı´nimo, y xc2 donde la ecuacio´n de la lente posee el
ma´ximo local en el intervalo [0, xc1]. Si y > y(xc2) las ima´genes estara´n ubicadas por
fuera del c´ırculo de radio xr. En la seccio´n 3.3.1 (a continuacio´n) se demostrara´ que
xc1 y xc2 corresponden a los radios de los c´ırculos cr´ıticos.
Figura 3.5: Comportamiento de los puntos maximales (con x 6= 0) de la ecuacio´n de
la lente (3.43) como funcio´n de la constante C. La curva xc1 representa el intercepto
de y(x) con el eje x y xc2 el punto donde y(x) es ma´ximo en el intervalo (0, xc1). De
acuerdo con las ecuaciones (3.59), xc1 y xc2 corresponden a los radios de los c´ırculos
cr´ıticos.
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la convergencia asociados a la lente. En este caso el shear, a partir de las Ec. (2.54)
y (2.55), el potencial deflector Ec. (3.39) y en te´rminos de la funcio´n (3.41)
f(θ) =
(
rs
θDOL
)2(
ln
(
θDOL
2rs
)
+
2rs(
r2s − θ2D2OL
)1/2 ArcTanh
[
(rs − θDOL)1/2
(rs + θDOL)
1/2
])
(3.49)
es, en su primera componente
γ1(x) = − 1
2C
x21 − x22
x2(1− x2)
[
1 + ln
(x
2
)
+ (2− 3x2)f(x)
]
(3.50)
y para la segunda
γ2(x) = − 1
C
x1x2
x2 (1− x2)
[
1 + ln
(x
2
)
+
(
2− 3x2) f(x)] (3.51)
de modo que la magnitud del shear sera´
|γ(x)| = (γ21(x) + γ22(x))1/2 (3.52)
|γ(x)| = 1
2C
1
1− x2
[
1 + ln
(x
2
)
+
(
2− 3x2) f(x)] (3.53)
mientras que la convergencia Ec. (3.33)
κ(x) = − 1
2C
1
1− x2
[
1 + ln
(x
2
)
− x2f(x)
]
(3.54)
Por lo tanto, la suma y la diferencia de la convergencia y el shear dan como resultado
κ(x) + |γ(x)| = 1
C
f(x) (3.55)
y
κ(x)− |γ(x)| = − 1
C
1
1− x2
[
1 + ln
(x
2
)
+
(
1− 2x2) f(x)] (3.56)
donde C es la constante definida mediante (3.35).
De este modo las Ec. (2.82) y (2.83) que determinan los puntos cr´ıticos θc, sera´n
respectivamente
f(xc1) = C (3.57)
y
− 1
1− x2c2
[
1 + ln
(xc2
2
)
+
(
1− 2x2c2
)
f(xc2)
]
= C (3.58)
con lo cual, puede decirse que las curvas cr´ıticas estara´n dadas por
f(xc1) = C o g(xc2) = C, (3.59)
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donde
g(x) = − 1
x2
(
x2
1− x2 + ln
(x
2
)
+
2
(
1− 2x2)
(1− x2)3/2
ArcTanh
[
(1− x)1/2
(1 + x)1/2
])
. (3.60)
Las ecuaciones (3.59) ya se hab´ıan deducido en la seccio´n anterior analizando la for-
macio´n de ima´genes, y cabe destacar que no esta´n asociadas formando un sistema, de
modo que dado un u´nico valor de la constante C es posible encontrar dos soluciones
xc1 y xc2. Esto refleja la simetr´ıa esfe´rica intr´ınseca del modelo, pues xc = θcDOL/rs
es constante y se interpreta como la magnitud de la posicio´n de los puntos cr´ıticos
(θc), esto es, dos c´ırculos conce´ntricos, en la Fig. (3.5) se encuentran sus radios como
funcio´n de la constante C.
En la Fig. (3.6) se aprecia el comportamiento de f(x) y g(x). Una recta paralela
al eje horizontal manifiesta el valor constante de C, e intersecta las curvas en los
puntos (xc1, f(xc1)) y (xc2, g(xc2)). Y dado que C es estrictamente mayor que cero
22,
cuando C → 0 se registra el ma´ximo valor del radio xc2 del c´ırculo cr´ıtico asociado
a g(x) y tiene un valor xc2 = 1,318... (corte de g(x) con el eje horizontal), en tanto,
el radio del c´ırculo cr´ıtico asociado a f(x) es infinito. Cuando C →∞ el radio de los
c´ırculos cr´ıticos es ide´nticamente cero. No´tese adema´s que para C finito, xc2 < xc1.
Por su parte, las curvas ca´usticas sera´n la imagen de las soluciones de las ecuaciones
(3.59) mediante la ecuacio´n de la lente (3.43), as´ı
y(xc1) = 0 (3.61)
y
y(xc2) = − 1
C
x2c2f
′(xc2) (3.62)
con f ′(x) < 0 en x ∈ (0,∞), y ya que para un solo valor de C existe uno solo de xc2
satisfaciendo g(xc2) = C, Fig. 3.6, se concluye que su curva ca´ustica asociada es un
c´ırculo, consecuencia de la simetr´ıa del modelo.
3.4. Formacio´n de ima´genes
En general, la multiplicidad de ima´genes dependera´ de la posicio´n de la fuente
con respecto al c´ırculo ca´ustico, llegando a un ma´ximo de tres si la fuente se halla
en su interior, esto es, y < y(xc2). De estas ima´genes, que llamaremos α, β y γ, dos
esta´n comprendidas entre los c´ırculos cr´ıticos, pero en conjunto obedecen
0 < xα < xc2 < xβ < xc1 < xγ < xr (3.63)
22No´tese que la densidad cr´ıtica (3.28) es definida positiva, de modo que a partir de (3.27), δk
tambie´n es positiva.
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Figura 3.6: Una recta horizontal, C > 0, determina las curvas cr´ıticas al cruzarse
con las funciones f(x), Ec. (3.41), y g(x), Ec. (3.60). No´tese que a partir del valor
x = 1,3182045... la funcio´n g(x) es negativa.
de donde
xj < xc2 (3.64)
con j = α, β; y ya que la funcio´n f(x) es decreciente en x ∈ (0,∞), Fig. (3.6), el
valor que tome la misma en las posiciones de las ima´genes xα y xβ sera´ menor que
la constante C, lo cual sera´ determinante en la formacio´n de ima´genes, esto es,
f(xj) > f(xc1) = C. (3.65)
Supongamos una fuente ubicada en el primer cuadrante de un sistema de ejes car-
tesianos en cuyo centro reposa la lente; es decir yi > 0 con i = 1, 2. El mapeo de
puntos a trave´s de la ecuacio´n de la lente (3.43), se lee, por componentes
yi = xi
[
1− 1
C
f(x)
]
(3.66)
y mediante la Ec. (3.65)
1− 1
C
f(xj) < 0, con j = α, β. (3.67)
lo cual implica
xji < 0, (3.68)
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en consecuencia, las ima´genes α y β estara´n en el tercer cuadrante. Y ya que el
a´ngulo que forma y = (y1, y2) esta´ dado por la razo´n entre sus componentes,
y2
y1
=
xj2
xj1
(3.69)
el a´ngulo que forman las ima´genes sera´
arctan
(
xj2
xj1
)
= pi + arctan
(
y2
y1
)
(3.70)
por consiguiente las ima´genes α y β reposan en la misma l´ınea que une la lente y la
fuente, pero se hallan diametralmente opuestas a esta u´ltima.
En tanto, la tercera imagen γ satisface xγ > xc1, de modo que
1− 1
C
f(xγ) > 0 (3.71)
y ya que yi > 0, se deduce que xγi > 0, con i = 1, 2. Este resultado implica que el
a´ngulo formado por xγ es igual al de la fuente, por tanto la tercera imagen tambie´n
se ubica en la misma l´ınea que une la lente y la fuente.
Si y = y(xc2) existira´n dos ima´genes diametralmente opuestas y en la l´ınea que une
lente y fuente.
Si y > y(xc2) so´lo habra´ una imagen cuyo a´ngulo es el mismo que el de la fuente.
La Fig. 3.7 exhibe el comportamiento de la posicio´n de las ima´genes para distintos
valores de la posicio´n de la fuente. El cambio en la ubicacio´n de las ima´genes se hace
menor a medida que C aumenta y y disminuye.
3.4.1. Magnificacio´n
Como se definio´ en la Seccio´n (2.7), la magnificacio´n esta´ dada por la razo´n entre
los flujos de la fuente emitido y observado. Con esta definicio´n en mente, es posible
entonces describir la magnificacio´n de una imagen en te´rminos de la constante C y
de la posicio´n de la fuente
µ(x,C) =
1
|(1− κ− |γ|)(1− κ+ |γ|)| (3.72)
µ(x,C) =
C2
|C − f(x)||C − g(x)| . (3.73)
La Ec. (3.73) manifiesta que dado un valor de C, la lente magnificara´ infinitamente
las ima´genes cuando la fuente se halle en las curvas ca´usticas, esto es, si las ima´genes
se ubican en los c´ırculos cr´ıticos xc1 y xc2 dados por las ecuaciones (3.59).
En la Fig. 3.8 se aprecian las curvas de magnificacio´n para C = 0,1 y 0,6. Las
as´ıntotas se hallan en xc1 y xc2 y debido a que estos valores corresponden a los radios
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Figura 3.7: Posicio´n de las ima´genes con respecto al valor de la constante C dada
por la Ec. (3.35). Las curvas cr´ıticas xc1 y xc2 como funcio´n de C, dividen el plano
de la lente en tres regiones de formacio´n de ima´genes. De izquierda a derecha (por
debajo de xc1) y de arriba a abajo (por encima) se aprecia la posicio´n de las ima´genes
de una fuente ubicada en y = 8, 4, 2, 1, 1/2, con respecto a C. Las l´ıneas continuas
representan la posicio´n de la primer imagen (α), las l´ıneas punteadas, la segunda
(β) y las l´ıneas a trozos largos, la tercera (γ), en cada uno de los casos de y.
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Figura 3.8: Magnificacio´n de las ima´genes en el plano de la lente para dos valores
de C. Las as´ıntotas se formara´n en xc1 y xc2 (en cada curva, de derecha a izquierda
respectivamente).
de los c´ırculos cr´ıticos que dividen el plano de la lente en regiones de formacio´n de
ima´genes, es posible asegurar que en el caso en que se formen tres ima´genes, una de
ellas sera´ demagnificada casi a cero.
Sin embargo, las dos as´ıntotas no se formara´n en cualquier punto del plano de la lente
debido a que C − g(x) > 0 para x ∈ (1,3182...,∞), esto quiere decir que la primer
as´ıntota se formara´ en el intervalo x ∈ (0, 1,3182...) o equivalentemente, la primer
as´ıntota (de izquierda a derecha), correspondiente a xc2 tendra´ lugar en 1,3182... en
C → 0.
3.5. NFW el´ıptico
Un modelo el´ıptico del perfil NFW deriva de introducir una elipticidad al poten-
cial (3.39) por medio de las coordenadas (3.21), esto es
ψ(q1, q2) =
2δkρcr
3
s
ΣcrD2OL
(
ln2
(
qDOL
2rs
)
− 4ArcTanh2
[(
rs − qDOL
rs + qDOL
)1/2])
(3.74)
donde q =
√
q21 + q
2
2. Y por medio de (3.22), la ecuacio´n de la lente resulta
b1 = q1
∣∣∣∣1− 1− C f(x)
∣∣∣∣ (3.75)
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Figura 3.9: Curvas cr´ıticas y ca´usticas de una lente gravitacional descrita por un
perfil NFW el´ıptico. En ambos pa´neles las unidades esta´n dadas en kiloparsecs.
y
b2 = q2
∣∣∣∣1− 1 + C f(x)
∣∣∣∣ (3.76)
con
x =
qDOL
rs
, (3.77)
donde se ha utilizado la funcio´n f(x), (3.41) y la constante (3.35).
Las curvas cr´ıticas y ca´usticas para una lente modelada con un perfil NFW el´ıptico
con δkρc = 50Σcr, DOL = 0,1 y rs = 0,1, se encuentran graficadas en la Fig. 3.9 y
las ima´genes de una fuente circular ubicada en (3, 3)kpc se encuentran visualizadas
en la Fig. 3.10. All´ı se observan en l´ıneas ma´s gruesas las ima´genes de una fuente de
radio 0,1kpc
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Figura 3.10: Ima´genes de una fuente circular en (3, 3) a trave´s de una lente modelada
con un perfil NFW (izquierda) y NFW el´ıptico (derecha). Tambie´n se aprecian la
formacio´n de ima´genes de una fuente de radio 0,1 en negro ma´s fuerte. En ambos
pa´neles las unidades esta´n dadas en kiloparsecs.
Cap´ıtulo 4
Me´todos para reconstruccio´n de
masa
El propo´sito de la reconstruccio´n de masa es medir alguna propiedad de la lente
a trave´s del campo de ima´genes en una CCD, y cualquier me´todo debe estar enca-
minado en esta direccio´n, bien a partir de la distorsio´n y posicio´n de las ima´genes
(no-parame´trico), o planteando un modelo libre que se ajuste de acuerdo a lo obser-
vado (parame´trico).
En este cap´ıtulo se describen propiedades observables de la lente y los me´todos para
determinar su masa a partir del campo shear que genera y se discutira´ la aplicabili-
dad de estos procedimientos.
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4.1. Elipticidad y shear
Supongamos que en una imagen de campo las fuentes esta´n orientadas en cual-
quier direccio´n y con cualquier elipticidad (lo cual es va´lido bajo el principio de que
no hay orientaciones privilegiadas en el universo, seccio´n 1.1). Sea p(|S |) la densi-
dad de probabilidad de que la una fuente tenga una elipticidad de valor real |S |,
en analog´ıa con la Ec. (2.93). A partir de la densidad de probabilidad construimos
la probabilidad de que una fuente tenga elipticidad S en el segmento d1d2 cen-
trado en S , pS (|S |)d1d2, de modo que al integrar a lo largo de todo el plano, la
probabilidad debe ser igual a la unidad∫
p(|S |)d1d2 = 1 (4.1)
sin embargo, dada la orientacio´n aleatoria de las fuentes es posible escribir su elip-
ticidad como S = |S |e2iφ donde φ es el a´ngulo de orientacio´n aleatorio; resultando
as´ı 0 ≤ || ≤ 1 y 0 ≤ φ < 2pi∫
p(|S |)d1d2 =
∫ 1
0
∫ 2pi
0
p(|S |)|S |d|S |dφ = 1 (4.2)
∫ 1
0
p(|S |)|S |d|S |
∫ 2pi
0
dφ = 1 (4.3)
la primera integral en (4.4) corresponde al valor esperado de la magnitud de la
elipticidad 〈|S |〉 = 1, donde se ha normalizado∫ 1
0
p(|S |)|S |d|S | = 1 (4.4)
de modo que para que (4.1) se cumpla φ → φ/2pi, es decir, la probabilidad ha sido
normalizada. El valor esperado de la elipticidad 〈〉, que depende de S y de g, Ec.
(2.102), sera´
〈〉 = 1
2pi
∫ 1
0
∫ 2pi
0
p(|S |)(S , g)|S |d|S |dφ (4.5)
El primer caso es en el cual |g| ≤ 1
〈〉 = 1
2pi
∫ 1
0
∫ 2pi
0
p(|S |) S + g
1 + g∗s
|S |d|S |dφ
=
1
2pi
∫ 1
0
p(|S |)|S |d|S |
∫ 2pi
0
S + g
1 + g∗s
dφ (4.6)
la u´ltima integral es compleja y puede ser resuelta utilizando el teorema del residuo;
haciendo S = |S |e2iφ y dφ = −idS/2S , adema´s los l´ımites verifican el hecho de
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que la integracio´n se puede hacer a lo largo del c´ırculo centrado en el origen y cuyo
radio es S ∫ 2pi
0
S + g
1 + g∗s
dφ = −i
∮
S + g
1 + g∗s
1
S
dS = 2pig (4.7)
y como g = g(θ) = γ(θ)/(1− κ(θ))
〈〉 = g
∫ 1
0
p(|S |)|S |d|S | = g (4.8)
esto es, una relacio´n entre una cantidad medible como el valor esperado de la elip-
ticidad y el shear reducido, el cual es una propiedad de la lente.
Al hacer lo propio en el caso en el que |g| > 1 se obtiene una expresio´n similar para
el valor esperado en te´rminos del shear reducido, de modo que
〈〉 =

g si |g| ≤ 1
1/g∗ si |g| > 1
(4.9)
Hay que notar en la Ec. (4.9) que el valor esperado 〈〉 no depende de la distribucio´n
de elipticidades de la fuente, esto debido a la escogencia del para´metro de elipticidad
Ec. (2.92) y no as´ı para el caso en el que la elipticidad hubiese sido tomada como
en el caso de la Ec. (2.91) [SKW06]. La elipticidad entonces es un estimador directo
del shear.
En el caso en el que la lente sea de´bil en el sentido en el que κ 1 y |γ|  1, osea
|g|  1, se puede hacer uso de la expansio´n en series del shear reducido
g =
γ
1− κ = γ(1 + κ+ · · · ) ≈ γ (4.10)
es decir, a partir de la Ec. (4.9)
〈〉 = g ≈ γ (4.11)
con lo cual podemos asegurar que para una lente de´bil el shear γ es un observable
directo y esto implica que 〈〉 es un estimador sin sesgo del shear.
4.2. Kaiser & Squires
En el apartado §2.8 se introdujo el shear γ como una combinacio´n de derivadas
parciales del potencial deflector Ec. (2.62); definidas como un nu´mero complejo que
se asocia a la anisotrop´ıa en la distorsio´n de las ima´genes y cuya medida puede
realizarse directamente en el re´gimen de ELG de´bil, Ec. (4.11). De (2.38) se obtiene
γ(θ) =
1
pi
[
1
2
(∂11 − ∂22) + i∂12
] ∫
<2
κ(θ′) ln |θ − θ′|d2θ′ (4.12)
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donde se ha representado la derivada parcial por medio del operador
∂ij =
∂
∂i∂j
esto es, el shear puede ser escrito en te´rminos de un operador que actu´a sobre las
variables (θ1, θ2) y por tanto puede conmutar con la integral
γ(θ) =
1
pi
∫
<2
κ(θ′)
[
1
2
(∂11 − ∂22) + i∂12
]
ln |θ − θ′|d2θ′ (4.13)
o simplemente
γ(θ) =
1
pi
∫
B(θ − θ′)κ(θ′)d2θ′ (4.14)
donde B es el kernel complejo, definido por
B(θ − θ′) = −1
[θ1 − θ′1 − i(θ2 − θ′2)]2
(4.15)
La Ec. (4.14) refleja el hecho de que el shear es la convolucio´n de la convergencia κ
y el kernel B en plano real (θ1,θ2), es decir
γ(θ) =
1
pi
κ(θ)⊗B(θ) (4.16)
por ello, se puede expresar la transformada de Fourier del shear, en el espacio de
Fourier (ω1,ω2), como
γˆ(ω) =
1
pi
κˆ(ω)Bˆ(ω) (4.17)
donde
Bˆ(ω) =
∫
B(θ)e−iθ·ωd2θ (4.18)
y del mismo modo para κˆ(ω) y γˆ(ω). Al efectuar la integral Ec. (4.18) se obtiene
Bˆ(ω) = pi
ω1 + iω2
ω1 − iω2 (4.19)
y as´ı mismo su conjugado, que nos resultara´ u´til
Bˆ∗(ω) = pi
ω1 − iω2
ω1 + iω2
(4.20)
reemplazando (4.20) en (4.17)
γˆ(ω) = κˆ(ω)
ω1 + iω2
ω1 − iω2 (4.21)
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invirtiendo esta expresio´n con el fin de obtener a κˆ(ω) en te´rminos de las dema´s
cantidades
κˆ(ω) = γˆ(ω)
ω1 − iω2
ω1 + iω2
(4.22)
pero el factor de la derecha es el complejo conjugado del kernel en el espacio de
Fourier dividido entre pi, de modo que
κˆ(ω) =
1
pi
γˆ(ω)Bˆ∗(ω) (4.23)
nuevamente utilizamos el hecho de que la transformada inversa de Fourier de un
producto de funciones es la convolucio´n de las mismas en el espacio real
κ(θ) = κ0 +
1
pi
∫
γ(θ′)B∗(θ − θ′)d2θ′ (4.24)
donde debemos tomar la parte real del integrando y la constante κ0 se ha introducido
debido a que una capa superficial de masa no altera el shear. O en te´rminos de la
densidad de masa superficial
Σ(θ) = Σ0 +
Σcr
pi
∫
<{γ(θ′)B∗(θ − θ′)} d2θ′ (4.25)
La Ec. (4.25) es la inversio´n de la Ec. (4.14), esto es, la masa en te´rminos del shear.
Conocer el perfil bidimensional de masa Σ(θ) implica conocer a Σ0 y a Σcr, adema´s
de poder solucionar la integral Ec. (4.25), es decir, se hace indispensable saber el
comportamiento de γ con respecto a (θ1, θ2) en todo el espacio <2.
Sin embargo no es viable aplicar la Ec. (4.25) en todos los casos debido a:
(a) No es posible conocer Σ0 en el re´gimen de ELG de´bil, pues existe una trans-
formacio´n Σ(θ) → Σ(θ) + Σ0 tal que γ(θ) permanece invariante, con Σ0 una
constante arbitraria. Es decir que a la densidad de masa bidimensional puede
agrega´rsele una capa de masa constante y las formas de las ima´genes no se
ven alteradas. A este se le conoce como el problema del mass sheet degeneracy
(degeneramiento de la capa de masa).
(b) El modelo cosmolo´gico adoptado reposa en las distancias diametrales angulares
entre observador, lente y fuente; quienes a su vez esta´n contenidas en Σcr, de
modo que es necesario que la razo´n DOS/DOLDLS sea constante para todas
las fuentes, sin embargo lo que se tiene es una distribucio´n de redshift de las
galaxias fuente.
(c) Los datos observacionales no se hallan disponibles en todo el espacio, pues
esta´n restringidos al campo de la CCD. No es posible conocer la distorsio´n de
las ima´genes en todo <2.
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No obstante, au´n es posible hacer uso de la Ec. (4.25) al suponer que se conoce a
Σ0 y que la deflexio´n de la luz esta´ en el re´gimen de ELG de´bil: κ  1 y γ  1.
Esta suposicio´n adema´s implica que el cu´mulo sea no cr´ıtico en el sentido que no
produzca curvas cr´ıticas, detA = (1−κ)2−γ2 ≈ 1. Al mismo tiempo, al ser una lente
de´bil el campo de distorsio´n puede ser tomado aproximadamente igual a cero para
puntos que se hallen lejos del centro o´ptico, implicando as´ı que la integral puede ser
estimada en el campo de la CCD.
Suponiendo que el valor esperado de las elipticidades de las ima´genes fuera una
cantidad conocida en funcio´n de (θ1, θ2) en el campo y utilizando el hecho que
〈〉 ≈ γ Ec. (4.11); la Ec. (4.25) escrita para una lente de´bil, donde el shear es
directamente observable, resulta
Σ(θ) = Σ0 +
Σcr
pi
∫
<{〈(θ′)〉B∗(θ − θ′)} d2θ′ (4.26)
Por lo tanto, es posible determinar la masa de una lente gravitacional a partir del
campo de deflexio´n de las ima´genes en el re´gimen de ELG de´bil, aunque necesitamos
suposiciones que excluyen el caso general y so´lo permiten su aplicabilidad a casos
particulares. De igual modo, admitiendo las suposiciones, esta´ el hecho de poder
medir el valor esperado de las elipticidades de las ima´genes en el campo y poderlo
escribir como una funcio´n en las variables (θ1, θ2).
4.2.1. Lentes Cr´ıticas
Una Lente Cr´ıtica es aquella capaz de producir curvas cr´ıticas, esto es, el conjunto
de puntos (θ1, θ2) que satisfagan
detA(θ1, θ2) = [1− κ(θ1, θ2)]2 − γ2(θ1, θ2) = 0 (4.27)
Estas curvas dividen el plano en regiones donde el signo del determinante var´ıa,
llamadas pares e impares. Por otra parte, para hallar la Ec. (4.26) tuvo que ser
necesario, adema´s de las suposiciones antes empleadas, aproximar el valor esperado
de la elipticidad al shear, resultando as´ı empleable so´lo en el caso en el que la lente
fuese de´bil y por tanto no cr´ıtica. Este inconveniente puede ser superado una vez
que se pueda expresar a γ en te´rminos de 〈〉22, en ambas regiones, pares e impares.
Supongamos nuevamente que se conocen Σ0, Σcr para una distribucio´n de fuentes
al mismo redshift, γ en todo el espacio y adema´s 〈〉. Entonces, a partir de las
ecuaciones (2.103) y (4.9)
γ =

〈〉(1− κ) si |g| ≤ 1
(1− κ)/〈〉∗ si |g| > 1
(4.28)
22El valor esperado de la elipticidad puede ser obtenido a partir del ana´lisis estad´ıstico de la
imagen mediante algu´n software disen˜ado para tal fin. Por ejemplo SEXTRACTOR
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o utilizando la funcio´n paso de Heaviside Ec. (2.85)
γ = 〈〉(1− κ)H(1− |g|) + (1− κ)〈〉∗ H(|g| − 1) (4.29)
El problema que aqu´ı se presenta es poder reemplazar la Ec. (4.29) en (4.25) pues
la solucio´n para Σ depender´ıa de e´l mismo. Debido a la recurrencia de la solucio´n,
Seitz y Schneider[SS97] propusieron una sucesio´n iterativa para hallar Σ(θ)
Σ(n+1)(θ) = Σ0
+
1
pi
∫
<{〈(θ′)〉B∗(θ − θ′)} [Σcr − Σ(n)(θ′)]H(1− |g(n)(θ′)|)d2θ′
+
1
pi
∫
<
{
B∗(θ − θ′)
〈(θ′)〉
}
[Σcr − Σ(n)(θ′)]H(|g(n)(θ′)| − 1)d2θ′ (4.30)
donde g(n) es el shear reducido en el n-e´simo paso de la iteracio´n y depende del
punto donde se evalu´e
g(n)(θ) =
Σcrγ
(n)(θ)
Σcr − Σ(n)(θ)
(4.31)
con
γ(n)(θ) =
1
piΣcr
∫
Σ(n)(θ′)B∗(θ − θ′)d2θ′ (4.32)
y la iteracio´n debe comenzar con γ(0)(θ) = Σ(0)(θ) = 0.
Al llevarse a cabo la integral sobre el campo debe tenerse en cuenta que e´ste se halla
compuesto por pixeles y no por puntos, de modo que hay que aproximar la integral
mediante una sumatoria sobre una cuadr´ıcula θij en el campo donde el shear sea
medido
Σ(n+1)(θ) = Σ0
+
a2
pi
∑
i,j
<{〈(θij)〉B∗(θ − θij)} [Σcr − Σ(n)(θij)]H(1− |g(n)(θij)|)
+
a2
pi
∑
i,j
<
{
B∗(θ − θij)
〈(θij)〉
}
[Σcr − Σ(n)(θij)]H(|g(n)(θij)| − 1) (4.33)
donde
γ(n)(θ) =
a2
piΣcr
∑
i,j
Σ(n)(θij)B
∗(θ − θij) (4.34)
y a es la separacio´n de los puntos de la cuadr´ıcula. El problema ahora se reduce a
medir el valor esperado del la elipticidad en cada uno de los puntos de la cuadr´ıcula.
En este trabajo no se dara´ solucio´n a los problemas presentados al aplicar la
fo´rmula de inversio´n. Sin embargo, para el caso de las fuentes a diferentes distancias
del observador y de la lente puede encontrarse ma´s informacio´n en [SS97].
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Figura 4.1: Debido a los errores impl´ıcitos en el modelamiento de la lente, no es
posible tomar la posicio´n de una imagen y retornar al plano de la fuente (S) de
forma que coincida absolutamente con su posicio´n real. El me´todo busca unicidad
en las posiciones de la fuente a trave´s del modelo.
4.3. Me´todos de obtencio´n de estimadores
Los me´todos parame´tricos de reconstruccio´n de masa se basan en el modela-
miento de lentes a partir de perfiles de masa establecidos, con el propo´sito de variar
los para´metros involucrados para reproducir los datos observados. La complejidad
de este cometido aumenta en casos en que los para´metros presentan diversidad de
valores y no tiene sentido modelar un sistema con mayor nu´mero de para´metros que
el de condiciones, sin embargo, la multiplicidad de ima´genes restringe fuertemente
el modelamiento de la lente debido a que es posible encontrar la posico´n de la fuente
indepentiendemente de sus caracter´ısticas.
4.3.1. Me´todo de la mı´nima χ2
Supongamos que se tiene una imagen de campo donde se aprecia el feno´meno de
lente gravitacional, tomada con algu´n dispositivo, por ejemplo una CCD, y donde
mediante la medicio´n del redshift es posible determinar un conjunto de ima´genes
que corresponden a ciertas fuentes. Supongamos adema´s que existen M sistemas
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de ima´genes, es decir, M conjuntos de ima´genes que deben provenir de una misma
fuente βj , y que cada conjunto posee Nj ima´genes, donde j = 1, ...,M . Sen˜alaremos
cada posicio´n de las ima´genes del sistema j como θji donde i = 1, ..., Nj . Al modelar
la lente se obtienen degeneramientos en las posiciones de la fuente βj , Fig. 4.1, pues
no es posible que el modelo sea perfecto y que la inversio´n de la ecuacio´n de la lente
para cada imagen que corresponda al sistema j conduzca a un solo valor. Por lo
tanto para cada imagen θji del sistema j se obtendra´ una posicio´n de la fuente βji.
El objetivo del modelamiento es buscar los estimadores que procuren
βij → βj (4.35)
El me´todo consistira´ en una minimizacio´n multi-parame´trica χ2 a partir de la infor-
macio´n obtenida de las ima´genes, por ejemplo sus posiciones, las cuales dependen
de las variables xi contenidas en α(θji, x1, . . . , xr).
χ2 = χ2(x1, ..., xr) (4.36)
El camino para minimizar χ2 consiste en derivar respecto a cada una de las variables
e igualar a cero
∂χ2(x1, ..., xr)
∂xp
= 0 p = 1, ..., r (4.37)
con lo cual se obtienen los puntos cr´ıticos de la funcio´n, que permitan analizar si se
trata de un punto maximal23. No obstante, este camino es complejo y resulta u´til
minimizar nume´ricamente la funcio´n.
4.3.2. Comparacio´n entre fuentes
Un primer camino para determinar que´ tan parecido es el modelo a la lente real,
es por medio de la comparacio´n de las posiciones de la fuentes obtenidas a trave´s
del modelo y a partir de las posiciones de las ima´genes. Es decir, cuanto mayor sea
la multiplicidad de ima´genes a partir de una misma fuente, mejor sera´ el modelo y
de all´ı que la inversio´n de la ecuacio´n de la lente producira´ fuentes muy cercanas.
Esto es mensurable mediante la comparacio´n directa de todas las fuentes
χ¯2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
Nj∑
k>i
|βji − βjk|2 (4.38)
y teniendo en cuenta la ecuacio´n de la lente Ec. (2.18) en un caso donde hallan
(x1, ..., xr) para´metros a estimar
βji = θji −α(θji, x1, ..., xr) (4.39)
23Ve´ase el Ape´ndice C
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χ¯2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
Nj∑
k>i
|θji − θjk −α(θji, x1, ..., xr) +α(θjk, x1, ..., xr)|2 (4.40)
o en te´rminos de las componentes del vector θ
χ¯2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
Nj∑
k>i
(θji1 − θjk1 − α1(θji, x1, ..., xr) + α1(θjk, x1, ..., xr))2 (4.41)
+
M∑
j=1
Nj∑
i=1
Nj∑
k>i
(θji2 − θjk2 − α2(θji, x1, ..., xr) + α2(θjk, x1, ..., xr))2
La minimizacio´n de χ¯2 no tiene como referencia un para´metro fijo y en general
no habra´ convergencia de las variables hacia los datos observados. De ah´ı que un
contraste ma´s ventajoso se obtendra´ al precisar una fuente con respecto a la cual se
compare.
4.3.3. Comparacio´n con la fuente promedio
Una funcio´n de concordancia ma´s o´ptima es aquella en la que se aproxima el
valor real de βj al promedio de las fuentes obtenidas mediante la inversio´n de la
ecuacio´n de la lente para cada imagen θji, es decir
βj ≈ 〈βji〉 (4.42)
entonces, teniendo en cuenta el principio de los mı´nimos cuadrados utilizaremos
como medida de la desviacio´n entre ambas cantidades la expresio´n
χ2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
|βji − 〈βji〉|2 (4.43)
utilizando la ecuacio´n de la lente en te´rminos de los para´metros, las Ec. (4.42) y Ec.
(4.43) se convierten en
〈βji〉 = 1
Nj
Nj∑
i=1
(θji −α(θji, x1, ..., xr)) (4.44)
χ2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
|θji −α(θji, x1, ..., xr)− 1
Nj
Nj∑
k=1
(θjk −α(θjk, x1, ..., xr)) |2 (4.45)
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o teniendo en cuenta las componentes de cada vector
χ2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
θji1 − 1
Nj
Nj∑
k=1
θjk1 − α1 (θji, x1, ..., xr) + 1
Nj
Nj∑
k=1
α1 (θjk, x1, ..., xr)
2(4.46)
+
M∑
j=1
Nj∑
i=1
θji2 − 1
Nj
Nj∑
k=1
θjk2 − α2 (θji, x1, ..., xr) + 1
Nj
Nj∑
k=1
α2 (θjk, x1, ..., xr)
2
por lo tanto obtenemos una medida de la desviacio´n cuyas propiedades dependen de
los para´metros desconocidos en cuestio´n.
El me´todo de la mı´nima χ2 escoge los mejores estimadores de los para´metros, de
modo que el estad´ıstico χ2 dado por la expresio´n Ec. (4.46) sea mı´nimo.
4.3.4. Lente modelada como una SIS
A manera de ejemplo, supongamos que en una imagen de campo se observan
las posiciones de dos arcos en el re´gimen de ELG fuerte generados por una lente
sobre una fuente de fondo. Modelaremos la lente mediante una SIS, ya que, como se
vio´ en la seccio´n 3.1, produce dos ima´genes. La ecuacio´n de la lente sera´ entonces,
Ec. (3.14)
βmi(θ1, θ2) = θi
(
1− 4piσ
2
mDLS
c2DOSθ
)
; i = 1, 2 (4.47)
donde βmi y σm corresponden a la posicio´n de la fuente y la velocidad de dispersio´n
de la lente segu´n el modelo, en tanto DLS y DOS se refieren a las distancias lente-
fuente y observador-fuente, que en principio pueden ser medidas a trave´s del redshift.
Sean ahora θp y θn las posiciones de las ima´genes (medidas), que al ser invertidas a
trave´s de la ecuacio´n de la lente producira´n las fuentes βmp y βmn debido a que el
modelo no reproduce a cabalidad lo observado.
Las componentes de la fuente βmp sera´n
βmpi = βmi(θp1, θp2) = θpi
(
1− kσ
2
m
θp
)
(4.48)
y de βmn
βmni = βmi(θn1, θn2) = θni
(
1− kσ
2
m
θn
)
, (4.49)
donde k = −4piDLS/c2DOS e i = 1, 2.
De acuerdo a la Ec. (4.38)
χ¯2 =
2∑
i=1
2∑
k>i
|βi − βk|2 = |βmp − βmn|2 (4.50)
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χ¯2 = (kσm − θn)2 + (kσm − θp)2 − 2 (kσm − θn) (kσm − θp)
(
θn · θp
θnθp
)
(4.51)
χ¯2 = (kσm − θn)2 + (kσm − θp)2 − 2 (kσm − θn) (kσm − θp) cos γ (4.52)
donde γ es el a´ngulo que forman los vectores θp y θn. Al derivar con respecto a σm
dχ¯2
dσm
= −2k(θp + θn − 2kσm)(1− cos γ) (4.53)
con lo cual el mı´nimo de la funcio´n χ¯2 se obtendra´ cuando
σm =
1
2k
(θp + θn). (4.54)
como era de esperarse, σm depende de las posiciones de las ima´genes medidas, que´ tan
bueno sera´ el modelo dependera´ por lo tanto del error al efectuar la medida de las
ima´genes.
Si en vez de comparar todas las fuentes se hace con respecto a la fuente promedio
(4.42)
χ2 =
2∑
i=1
|βmi − 〈β〉|2 (4.55)
la minimizacio´n resulta equivalente y el mejor para´metro para σm es el mismo que
en la Ec. (4.54). A partir de (4.54) el modelo que mejor reproduce la observacio´n
sera´
β2m =
(
θ − c
2DOS
16piDLS
(θp + θn)
2
)2
. (4.56)
La minimizacio´n para la SIS consiste solamente en un ejemplo gracias a que puede
ser solucionado anal´ıticamente, esto en gran parte debido a que la SIS es un modelo
de lente que depende de un solo para´metro. Casos en los que existen ma´s de un
para´metro debe solucionarse nume´ricamente.
En el siguiente cap´ıtulo se empleara´ la reconstruccio´n de masa de una lente a partir
de las ima´genes que produce utilizando simulaciones nume´ricas con varios modelos.
Cap´ıtulo 5
Simulaciones
En este cap´ıtulo se visualizara´ la formacio´n de ima´genes de fuentes de fondo
a trave´s de varios modelos de lente empleando herramientas computacionales. El
objetivo es la reconstruccio´n parame´trica de masa y para tal fin, e´stas ima´genes
servira´n como base, ya que sus posiciones son obtenidas nume´ricamente al invertir
la ecuacio´n de la lente en cada modelo. Luego los mejores para´metros son calculados
efectuando la minimizacio´n χ2.
Sin embargo, en un caso real, las posiciones de las ima´genes no son mensurables y s´ı,
las posiciones de sus baricentros, por tal motivo las minimizaciones resultan menos
precisas, pero igualmente efectivas.
El valor que tome χ2 en cada minimizacio´n indica el e´xito de la reproduccio´n de los
para´metros e ima´genes.
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5.1. Reconstruccio´n nume´rica
En la seccio´n §4.3.4 se implementaron los me´todos de minimizacio´n, ecuaciones
(4.38)
χ¯2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
Nj∑
k>i
|βji − βjk|2 (5.1)
y (4.43)
χ2 =
M∑
j=1
Nj∑
i=1
|βji − 〈βji〉|2 (5.2)
de las secciones §4.3.2 y §4.3.3, respectivamente, del cap´ıtulo 4. Sin embargo, un
problema evidente es que en realidad algunas de las ima´genes que se desean medir
se encuentren demagnificadas, a tal punto de no poder ser observadas, en tal sentido
los dos me´todos no para todos los casos convergen hacia la misma solucio´n ya que
por cada posicio´n de una imagen medida, χ¯2 conduce a una posicio´n de la fuente,
hacie´ndolas tender finalmente a algu´n valor para todas las posiciones de las ima´genes.
En tanto, χ2 se calcula con base en el promedio de todas las ima´genes de una misma
fuente, es decir de un valor de referencia que puede no coincidir con la posicio´n
real de la fuente, lo que implica una ventaja del me´todo χ¯2, pues este siempre
es convergente a una solucio´n, que si bien puede no ser la real, si se encuentra
atrapada en un mı´nimo local. Pese a esto, y a que el me´todo χ2 consuma mayor
tiempo computacional, resulta ma´s preciso debido a que minimiza la dispersio´n en
las fuentes obtenidas al invertir un sistema de ima´genes.
5.2. Lente gravitacional simulada por un sistema de SIS
En el apartado §3.1 del cap´ıtulo 3 analizamos las propiedades del modelo co-
nocido como la Esfera Singular Isoterma (SIS). All´ı calculamos anal´ıticamente el
para´metro σm que corresponde a la velocidad de dispersio´n en la galaxia cuyo mo-
delo se ajusta mejor a las posiciones de las ima´genes observadas.
Sin embargo, un proceso nume´rico a trave´s de simulaciones de lentes descritas por
medio de los perfiles de masa mencionados en el cap´ıtulo 3, resulta un conducto ma´s
general y aplicable al problema de calcular los mejores para´metros que reproduzcan
las observaciones.
Para tal efecto, es necesario partir de un modelo de lente con el cual pueda probarse
la validez del me´todo, i.e., conocer las posiciones de las ima´genes generadas por un
modelo tambie´n conocido y verificar que los para´metros calculados coincidan con los
obtenidos a trave´s de la minimizacio´n χ2. Sin pe´rdida de generalidad, supondremos
un sistema discreto de λ lentes gravitacionales desviando los haces de luz de un
conjunto de µ fuentes. Si denominamos ψl(θ1, θ2) al potencial de la masa l−e´sima,
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el principio de superposicio´n puede ser utilizado en la aproximacio´n de lente delgada
o campo de´bil, de modo que el potencial deflector del conjunto sera´
ψ(θ1, θ2) =
λ∑
l=1
ψl(θ1, θ2). (5.3)
Un primer ejemplo asoma al considerar la relativa simplicidad del perfil SIS, ya que
el nu´mero de para´metros involucrados es 3: la velocidad de dispersio´n y la posicio´n
del centro de la lente24. Por eso simularemos un sistema binario de lentes a trave´s
de dos perfiles SIS, ve´ase la seccio´n §3.1,
ψ(θ1, θ2) =
2∑
l=1
kl
[
(θ1 − xl)2 + (θ2 − yl)2
]1/2
(5.4)
donde (xl, yl) representa la posicio´n del centro de cada una de las lentes y
kl =
4piσ2lDLS
c2DOS
, (5.5)
de este modo, la ecuacio´n de la lente se expresa como
β1 = θ1 −
2∑
l=1
kl(θ1 − xl)√
(θ1 − xl)2 + (θ2 − yl)2
(5.6)
y
β2 = θ2 −
2∑
l=1
kl(θ2 − yl)√
(θ1 − xl)2 + (θ2 − yl)2
. (5.7)
En la Fig. (5.1) se muestra la formacio´n de ima´genes 1, 2, 3 y 4 de cuatro fuentes
de fondo, S1, S2, S3 y S4, generada por dos perfiles SIS L1 y L2, y en la columna
titulada Lentes modeladas como SIS del Cuadro 5.1 esta´n consignadas las posicio-
nes de las lentes, las fuentes y sus ima´genes. Cabe notar que como se trata de una
simulacio´n, los para´metros del modelo, as´ı como las posiciones de las fuentes fueron
tomados aleatoriamente. En el mismo cuadro, bajo el t´ıtulo Reconstruccio´n Nume´ri-
ca, se observan los para´metros e ima´genes encontradas al efectuar la minimizacio´n
(5.2) por medio de dos lentes modeladas como perfiles de masa SIS, NIS y NIE. El
valor de χ2 es un indicador de la capacidad del modelo para reproducir las ima´genes
a trave´s de los para´metros encontrados y por ende del e´xito de la reconstruccio´n:
cuanto menor sea χ2, mejor sera´ la reconstruccio´n.
24En principio, las distancias diametrales angulares involucradas en todo el sistema pueden ser
halladas a trave´s de los redshift de la lente y fuente. Seccio´n §1.8.2 del cap´ıtulo 1.
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Figura 5.1: Efecto de lente gravitacional de dos Esferas Singulares Isotermas L1 y
L2, sobre cuatro fuentes de fondo. Las ima´genes etiquetadas con la misma letra
corresponden a una sola fuente. La formacio´n de arcos implica la proximidad de las
fuentes a las curvas ca´usticas, descritas en el cap´ıtulo 2.
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Los datos recogidos en el Cuadro 5.1 constituyen solo un ejemplo de la recons-
truccio´n nume´rica de los para´metros de varios perfiles. Sin embargo tipifica el funcio-
namiento del ajuste, ya que esta´ basado en la suposicio´n de un conjunto de ima´genes
reales producidas por una lente o sistema de lentes. En efecto, la posicio´n (x, y) de
las ima´genes de las fuentes S1 a S4 consignadas en el Cuadro 5.1 fueron obtenidas
al invertir la ecuacio´n de la lente de un sistema conocido, en este caso dos perfiles
SIS, es decir, las posiciones de las ima´genes no solo son reales sino que un´ıvocamente
conllevan a un modelo de lente. Por otra parte, el me´todo debe ser implementado
ensayando con distintos perfiles de masa de modo que se obtenga un mı´nimo entre el
conjunto de ajustes. Por esta razo´n, las posiciones de las ima´genes fueron utilizadas
como base en la reconstruccio´n de dos lentes modeladas al un´ısono por los perfiles,
en cada caso, mencionados en el Cuadro 5.1.
Una caracter´ıstica importante en este ejemplo es que las posiciones de las ima´genes
fueron calculadas nume´ricamente, motivo por el cual los valores de los ajustes en
cada columna del Cuadro 5.1 son extremadamente pequen˜os, como en el caso SIS
donde alcanzo´ 10−27. No menos importante, es observar que el perfil SIS es submo-
delo del NIS y este a su vez del NIE, as´ı que los para´metros compartidos por los tres
modelos deben ser muy similares, en tanto que aquellos para´metros de los cuales
dependa un modelo y no cualquier otro, deben converger a cero a trave´s del ajuste,
como por ejemplo la elipticidad del perfil NIE 1, ausente o nula en los modelos
esfe´ricos; sin embargo, un nu´mero mayor de para´metros con el mismo de datos hace
que el mı´nimo del ajuste aumente, lo que puede ser constatado directamente en el
Cuadro 5.1 para los modelos NIS y NIE.
5.3. Lente gravitacional simulada por un sistema de NIE
Un nuevo modelo se exhibe en la Fig. 5.2, donde se halla la formacio´n de ima´genes
de un sistema binario de elipsoides isotermos, seccio´n §3.2, al igual que sus curvas
ca´usticas. Para este caso, el potencial toma una forma similar, pero ma´s compleja
que en la Ec. (5.4), pues ahora se cuentan con dos para´metros ma´s, i.e., el radio del
nu´cleo de la galaxia y la elipticidad de la misma,
ψ(θ1, θ2) =
2∑
l=1
kl
[
θ20l + (1− l)(θ1 − xl)2 + (1 + l)(θ2 − yl)2
]1/2
, (5.8)
donde kl au´n esta´ dado por la Ec. (5.5). La ecuacio´n de la lente sera´
β1 = θ1 −
2∑
l=1
kl(θ1 − xl)(1− l)√
(θ1 − xl)2(1− l) + (θ2 − yl)2(1 + l) + θ20l
(5.9)
β2 = θ2 −
2∑
l=1
kl(θ2 − yl)(1− l)√
(θ1 − xl)2(1− l) + (θ2 − yl)2(1 + l) + θ20l
. (5.10)
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Figura 5.2: Formacio´n de ima´genes de cuatro fuentes de fondo a trave´s de una lente
gravitacional formada por dos perfiles NIE. Las ima´genes etiquetadas con la misma
letra corresponden a una sola fuente. Se aprecia la formacio´n del arco 3B debido a
que la fuente S3 se halla junto al astroide ca´ustico (azul), las curvas naranja y roja
tambie´n representan ca´usticas.
En el Cuadro 5.2 esta´n consiganadas las posiciones de las fuentes y de sus ima´genes
as´ı como los para´metros utilizados en los modelos, bajo la columna titulada Lentes
modeladas como NIE, y bajo la columna Reconstruccio´n Nume´rica se encuentran
los para´metros e ima´genes obtenidas mediante la minimizacio´n.
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Vale la pena notar en el Cuadro 5.2 que los ajustes generados por el me´todo
para los modelos SIS y NIS no reproduce los para´metros ni las ima´genes bajo la
columna de la simulacio´n. El valor de χ2 es el mayor en el caso del perfil SIS y por
tanto el valor de sus para´metros es el ma´s alejado de los reales, esto es debido a
que constituye un submodelo del perfil NIS y NIE, ya que carece de nu´cleo y de
elipticidad. El mı´nimo χ2 ≈ 10−13 demuestra que los perfiles NIE reproducen mejor
las ima´genes, sin embargo, a diferencia del valor de χ2 ≈ 10−27 alcanzado en la
subcolumna SIS de la columna Reconstruccio´n Nume´rica del Cuadro 5.1, la razo´n
del nu´mero de para´metros involucrados en la reconstruccio´n del perfil NIE (10) al
nu´mero de datos (12) es mayor que la del perfil SIS, para´metros (6), datos (8).
5.4. Lente gravitacional simulada por un sistema SIS+NIE
Supongamos una lente gravitacional compuesta por dos perfiles SIS y NIE.
ψ(θ1, θ2) = k1
(
(θ1 − x1)2 + (θ2 − y1)2
)1/2
+
k2
(
θ202 + (1− 2)(θ1 − x2)2 + (1 + 2)(θ2 − y2)2
)1/2
(5.11)
cuya ecuacio´n de la lente se lee como
β1 = θ1− k1(θ1 − x1)√
(θ1 − x1)2 + (θ2 − y1)2
− k2(θ1 − x2)(1− 2)√
(θ1 − x2)2(1− 2) + (θ2 − y2)2(1 + 2) + θ202
(5.12)
y
β2 = θ2− k1(θ2 − y1)√
(θ1 − x1)2 + (θ2 − y1)2
− k2(θ2 − y2)(1− 2)√
(θ1 − x2)2(1− 2) + (θ2 − y2)2(1 + 2) + θ202
(5.13)
En el Cuadro 5.3 se hallan los ca´lculos de las posiciones de las ima´genes generadas
por una lente gravitacional compuesta por una esfera singular isoterma y un elipsoide
isotermo los para´metros e ima´genes arrojados por la minimizacio´n al simular las dos
lentes a trave´s de varios modelos. En la Fig. 5.3 se puede visualizar la configuracio´n
de las ima´genes formadas.
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Figura 5.3: 4 fuentes de fondo S1−S4 a trave´s de una lente gravitacional modelada
por un perfil SIS, L1, y uno NIE, L2. Las ima´genes etiquetadas con la misma letra
corresponden a una sola fuente. Las flechas indican tres ima´genes demagnificadas
que sera´n utilizadas en la reconstruccio´n de masa, sin embargo, en el caso real no
es posible distinguir y as´ı tampoco poder clasificar ni medir las posiciones de todas
las ima´genes como en este ejemplo, ya que en este caso las posiciones son calculadas
nume´ricamente. As´ı mismo, en el problema real deben asociarse las posiciones de las
ima´genes a sus baricentros, que pueden ser medidos, no obstante a la considerable
dispersio´n de puntos pertenecientes a una sola imagen cuando se trate de los grandes
arcos, como el 3A.
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5.4.1. Reconstruccio´n de para´metros a partir de los baricentros
Las principales inco´gnitas en el efecto de lente gravitacional son la posicio´n de
las fuentes y la masa de la lente, de modo que en una imagen de campo es imposible
conocer o medir directamente estos valores con tal de poder hacer la inversio´n de la
ecuacio´n de la lente. En efecto, so´lo se dispone de la posicio´n de las ima´genes, que
adema´s, en todos los casos, se hallan deformadas. En la seccio´n §2.9 del Cap´ıtulo
2 se definio´ el centro de la imagen en te´rminos de su distribucio´n de brillo I(θ),
denominada primer momento de la imagen o simplemente baricentro y puede ser
calculada como
(x¯, y¯) =
∫
θ∈S θI(θ)d
2θ∫
θ∈S I(θ)d
2θ
(5.14)
donde S representa la distribucio´n espacial de brillo.
En el caso de una imagen de campo, estos para´metros esta´n dados en te´rminos de la
distribucio´n de pixeles detectados por encima de algu´n valor umbral. De este modo,
la definicio´n de baricentro toma la forma ma´s simple
(x¯, y¯) =
∑
i∈S θiI(θi)∑
i∈S I(θi)
(5.15)
la cual sera´ utilizada para calcular los centros de las ima´genes y as´ı se les asignara´ un
valor a sus posiciones. Esta asociacio´n resulta ma´s realista con miras de reconstru´ır
la masa de un cu´mulo y su´per cu´mulo, ya que las posiciones de las ima´genes no
pueden ser medidas directamente, en tanto que las posiciones de sus centros son un
medio ma´s acertado.
En la primer columna del Cuadro 5.5 se hallan las posiciones de las ima´genes halladas
al solucionar la ecuacio´n de la lente de un sistema compuesto por las dos galaxias
SIS+NIE descritas en la simulacio´n del Cuadro 5.3 y Fig. 5.3. En la segunda columna
se aprecian los baricentros calculados por medio de un co´digo que implementa la Ec.
(5.15) en la Fig. 5.3.
En el Cuadro 5.6, bajo la columna Reconstruccio´n Nume´rica se encuentran las
posiciones de las ima´genes y los mejores para´metros encontrados al emplear la mi-
nimizacio´n 5.2 con cada modelo descrito en el subt´ıtulo de la columna mencionada,
a partir de los baricentros de las ima´genes del Cuadro 5.3. All´ı se aprecia que a dife-
rencia del Cuadro 5.3, los mı´nimos alcanzados por χ2 son del orden de las unidades
debido a que no son exactas las posiciones de las ima´genes. Un rasgo importante de
la minimizacio´n a trave´s de los baricentros es que no es posible reproducir todas las
ima´genes debido a que se pierde precisio´n en la medida de sus posiciones por medio
de los baricentros, sin embargo, los para´metros encontrados coinciden con los reales
dentro del margen de sus incertidumbres.
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Sistema de lentes SIS+NIE, simulacio´n
Sol. Ec. Lente Baricentro ima´genes
Fuente x y x± s y ± s
S1 13.38 -24.25 13.46 ±0.55 -24.35 ±0.32
-1.65 16.14 -1.56 ±0.24 16.05 ±0.34
0.55 11.50 0.65 ±0.13 11.40 ±0.17
S2 13.12 -17.31 13.20 ±0.81 -17.40 ±0.44
-7.54 21.42 -7.49 ±0.55 21.27 ±0.44
1.76 9.24 1.85 ±0.10 9.09 ±0.05
S3 -3.84 27.42 -2.85 ±3.33 27.28 ±0.94
3.66 -16.23 3.71 ±1.32 -16.30 ±0.31
3.01 8.47 3.15 ±0.14 8.35 ±0.05
S4 3.46 9.11 3.59 ±0.06 8.91 ±0.06
9.46 17.53 9.56 ±0.30 17.41 ±0.32
-15.02 -18.53 -14.94 ±0.58 -18.61 ±0.43
Lente x y x± s y ± s
L1 3.55 8.22 3.62 ±0.29 8.09 ±0.29
L2 1.00 8.58 1.11 ±0.28 8.42 ±0.29
Cuadro 5.5: Redondeo hasta la segunda cifra significativa de las posiciones reales
(calculadas al invertir la ecuacio´n de la lente) de las ima´genes y suministradas por
medio de los baricentros de las mismas con las respectivas desviaciones esta´ndar, de
las cuatro fuentes de fondo del Cuadro 5.3, a trave´s de una lente formada por un
perfil SIS y uno NIE. Se aprecia que la posicio´n dada por los baricentros coincide con
el valor exacto dentro del margen de error. Sin embargo, los grandes arcos arrojan
una dispersio´n de puntos que inciden en una desviacio´n relativamente alta, como en
el caso del arco 3A.
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Cap´ıtulo 6
Perfil de masa de Abell 370
En este cap´ıtulo investigaremos la distribucio´n de masa de Abel 370 (z = 0,375)
a partir de la posicio´n de algunas ima´genes de las galaxias y fuentes de fondo y los
arcos azules observados en tres ima´genes CCD en distintas bandas, tomadas con el
Telescopio Espacial Hubble.
El potencial del cu´mulo sera´ asumido como una superposicio´n de potenciales ge-
nerados por una distribucio´n bimodal de masa, i.e., un perfil NFWE y dos NIE.
El nu´mero total de para´metros involucrados sera´ 18, sin embargo, se realizara´ un
ajuste con 5 ima´genes o 32 datos observables, con lo cual existira´ un buen margen
de confianza en la obtencio´n de los para´metros. Encontraremos que los para´metros
calculados reproducen, mediante los perfiles de masa, las ima´genes en forma, taman˜o
y posicio´n.
Una de las caracter´ısticas ma´s importantes del ajuste es la reconstruccio´n del gran
arco que se extiende por debajo de una de las galaxias ma´s luminosas, ya que el
modelo reproduce incluso la posicio´n de su fuente.
Algunas caracter´ısiticas del cu´mulo, como las curvas cr´ıticas y ca´usticas sera´n deta-
lladas, y finalmente se exhibira´ el perfil de masa de Abel 370.
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Figura 6.1: Cu´mulo gala´ctico Abel 370, R.A. 02h 39m 49s.90, Dec. -01◦ 34’26”.70.
El ancho de la imagen es de 2.4 arcmin, es decir, aproximadamente 3.4 millones de
an˜os luz. Cre´ditos: NASA, ESA, the Hubble SM4 ERO Team, and ST-ECFE.
6.1. Abel 370
La Fig. 6.1 muestra el cu´mulo gala´ctico Abel 370, en la constelacio´n Cetus y a una
distancia de casi 4.9 billones de an˜os luz, z = 0,375, el cual es uno de los ma´s lejanos
sistemas en donde es posible observar el efecto de lente gravitacional, deflectando los
haces de luz de las galaxias ma´s lejanas de las que se tienen conocimiento25, incluso
hasta 12.8 mil millones de an˜os luz, z = 6,56 [HCM+02].
25El descubrimiento de la galaxia HCM 6A durante el 2002 reposando detra´s de Abel 370,
[HCM+02], la posiciono´ durante casi un an˜o como el objeto conocido ma´s lejano, incluso por encima
de cualquier cua´sar o galaxia; en parte, debido a que el cu´mulo actu´a como un gran telescopio. Sin
embargo en 2003 fue descubierta una galaxia del tipo Lyα conocida como SDF J132418.3+271455
a una distancia z = 6,578 [KTK+03], lo que indica que la actividad de formacio´n estelar ocurrio´ a
z ≈ 6.
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6.1.1. Aspectos histo´ricos
Las observaciones con telescopios terrestres en los an˜os ochenta llevadas a cabo
por Soucail et. al. [SFMP87], mostraron evidencias de una estructura gala´ctica muy
particular en forma de arco con una componente difusa reposando junto a una de
las galaxias dominantes y ma´s luminosas del cu´mulo, con lo que se pudo concluir
en principio, que se trataba de un efecto asociado a la interaccio´n gala´ctica. El tra-
bajo realizado por Soucail y su grupo constituyo´ la primer observacio´n real de una
imagen en forma de arco generada por una lente gravitacional. Un an˜o ma´s tarde,
Mellier et. al. [MSFM88], realizaron un ana´lisis fotome´trico y espectrosco´pico de las
galaxias del cu´mulo incluyendo el redshift de cada uno de sus componentes; y ese
mismo an˜o, Soucail et. al. [SMF+88] presentaron datos espectrosco´picos del arco
luminoso gigante obtenidos con el telescopio de 3.6m del observatorio de la ESO,
concluyendo que todos los segmentos del arco proven´ıan de la misma fuente a una
distancia z = 0,724. Al tiempo, 1988, Fort et. al. [FPM+88], observaron galaxias
amplificadas a trave´s de A370 hasta z ≈ 1, y supusieron la presencia de materia
oscura concentrada en el nu´cleo de las galaxias para explicar sus efectos.
En la primera mitad de la de´cada del noventa se continuaron los trabajos con la
hipo´tesis sobre materia oscura interior al cu´mulo, as´ı como los ana´lisis fotome´tri-
cos, pero esta vez de los arcos de luz presentes, y los modelos de masa permitieron
esbozar mapas de su campo shear [KMFM93], [KMF+94], [MAA+97]. Pero con el
advenimiento del Telescopio Espacial Hubble y el acople de la Advanced Camera for
Surveys (ACS) en marzo del 2002, fue posible develar la estructura no so´lo del arco
sino de varias otras de sus caracter´ısticas, as´ı como su efecto sobre las galaxias de
fondo [BKSE99], [TLIK04], [dFSB05], [SZB+08], [RKL+10]. Sin embargo, infortu-
nadamente una falla te´cnica en la ACS en enero de 2007 suspendio´ la observacio´n
del cu´mulo a trave´s del HST hasta mayo de 2009.
La Fig. 6.1 es la composicio´n de ima´genes en los filtros verde F475W, rojo F625W e
infrarrojo F814W, tomadas con la Hubble’s Advanced Camera for Surveys en julio 16
de 2009, y con unos tiempos de exposicio´n de 6780s, 2040s y 3840s, respectivamente.
6.2. Clasificacio´n de ima´genes
En este trabajo se hara´ uso de la clasificacio´n de ima´genes de una misma fuente
realizada por Richard et. al. [RKL+10] y Shu et. al. [SZB+08]. No obstante, a trave´s
de una inspeccio´n visual de la Fig. 6.1 y de las ima´genes en las tres bandas anterior-
mente mencionadas, es posible corroborar y clasificar la multiplicidad generada por
el cu´mulo.
En las Figuras 6.3 y 6.2 se muestran etiquetadas de acuerdo al nu´mero (fuente) y
letra (imagen), algunas de las ima´genes que pertenecen a una misma fuente y que
por efecto del cu´mulo exhiben multiplicidad, apreciables a simple vista y encerradas
en elipses. La Fig. 6.2 muestra las posiciones de varias secciones del gran arco pro-
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Figura 6.2: Detalle del gran arco generado por el cu´mulo, mostrando en elipses del
mismo color los conjuntos de ima´genes que provienen de la misma fuente.
venientes de una galaxia de fondo.
Todas las ima´genes que se pueden distinguir son reproducibles por medio de modelos
de lentes, as´ı que resulta perentorio construir la distribucio´n de masa que mejor las
reproduce. Sin embargo, debido a la existencia de materia oscura suponiendo uno de
los principales componentes en la configuracio´n de la masa, so´lo es posible analizar
su estructura real combinando el efecto de lente de´bil y fuerte, y no existe un modelo
parame´trico, que al un´ısono, de cuenta de todas las ima´genes observadas.
Las ima´genes que utilizaremos para modelar la lente son tangenciales a excepcio´n de
las 1 a 4, Fig. 6.2, contenidas en el gran arco, cuya informacio´n resulta valiosa ya que
constrin˜e fuertemente el modelo que se utilice. Los redshift de todas las ima´genes
que utilizaremos sera´n tomados de los trabajos de Soucail et. al. [SMF+88], Kneib
et. al. [KMF+94] y Richard et. al. [RKL+10].
Para la reconstruccio´n de masa a trave´s de una prueba χ2 y las ima´genes observa-
das, se utilizara´ un programa que asigne las posiciones de las ima´genes por medio
de sus baricentros y se tomara´ como origen de un sistema de referencia rectangular
el centro de la imagen de la Fig. 6.3, cuyas unidades son 14.538Kpc, es decir, la Fig.
6.3 posee un lado de 726.9Kpc.
Los ca´lculos que siguen se hara´n con base en las magnitudes descritas en el Cap´ıtulo
1 y en el modelo esta´ndar de la cosmolog´ıa, Λ−CDM: Ωm ≈ 0,3, ΩΛ ≈ 0,7.
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Figura 6.3: Abel 370 con las ima´genes de una misma fuente encerradas en elipses y
etiquetadas por conjuntos. A trave´s de una imagen ma´s a´mplia se pueden observar
algunas caracter´ısticas del gran arco en forma de “drago´n” como se le conoce en la
literatura, Fig. 6.2. La imagen es cuadrada y posee un lado de 726.9Kpc, de modo
que las unidades son 14.538Kpc.
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6.3. Ana´lisis de la reconstruccio´n
Supondremos varios modelos parame´tricos compuestos por dos perfiles similares,
i.e. SIS, NIS, NIE, para describir las dos galaxias dominantes del cu´mulo y un perfil
NFWE para simular el componente de materia oscura. El modelo de lente sera´ en-
tonces la superposicio´n de componentes de masa que den cuenta del mayor nu´mero
de ima´genes observadas. Los perfiles son caracterizados por los siguientes para´me-
tros libres: la posicio´n de su centro (x, y), elipticidad , los radios de los nu´cleos θ0
y rS , la orientacio´n de los perfiles, dado por el a´ngulo α, y la constante k, la cual
es proporcional a la velocidad de dispersio´n de las galaxias para los casos isotermos,
seccio´n §3.1,
k =
4piσ2
c2
DOLDLS
DOS
(6.1)
y proporcional a la sobre-densidad caracter´ıstica del halo, representado por el perfil
NFW, y a la densidad cr´ıtica del Universo a su redshift. Seccio´n §3.3, del Cap´ıtulo
3,
k =
r2s
2CDOL
(6.2)
donde C esta´ dada por la Ec. (3.35) del mismo cap´ıtulo.
Las distancias diametrales angulares sera´n calculadas a partir del redshift mediante
la Ecuacio´n de Dyer-Roeder (1.95) de la seccio´n §1.8.2 del cap´ıtulo 1.
No obstante a la libertad de la posicio´n de los centros de los perfiles isotermos,
un modelo que use una distribucio´n bimodal de masa en la posicio´n de las dos ga-
laxias dominantes, reproduce mejor las observaciones como lo anoto´ Kneib et. al.
[KMFM93], por tanto, ubicaremos los centros de los modelos isotermos dentro de un
rango centrado en las galaxias, mientras que el centro del perfil NFWE poseera´ li-
bertad a lo largo del a´rea de la imagen.
El potencial del sistema sera´ entonces
ψ = ψ1 + ψ2 (6.3)
ψ1(θ1, θ2) =
2∑
l=1
kl
[
θ20l + (1− l)θ¯21l + (1 + l)θ¯22l
]1/2
(6.4)
y
ψ2(θ1, θ2) = k3
(
ln2
(
[(1− )θ¯213 + (1 + )θ¯223]1/2DOL
2rs
)
− (6.5)
4ArcTanh2
[
(rs − [(1− )θ¯213 + (1 + )θ¯223]1/2DOL)1/2
(rS + [(1− )θ¯213 + (1 + )θ¯223]1/2DOL)1/2
])
con
θ¯1l = (θ1 − xl) cos(αl) + (θ2 − yl) sin(αl) (6.6)
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y
θ¯2l = (θ1 − xl) sin(αl)− (θ2 − yl) cos(αl) (6.7)
Los mejores para´metros encontrados al realizar la minimizacio´n (4.38) y luego (4.43)
con las ima´genes 1 a 5 de la Fig. 6.3, esta´n consignados en el Cuadro 6.1. Del mismo
modo, el valor obtenido de χ2 y las posiciones de las ima´genes medidas y calculadas
mediante la ecuacio´n de la lente con los para´metros encontrados, se hallan en el
Cuadro 6.2.
Para´metro NIE1 NIE2 NFWE
x -0.05±0.1 4.31±1.14 -10.00±1.64
y 9.88±1.59 -8.49±1.46 9.83±1.53
k 11.37±0.88 3.36±0.44 2.62±0.71
θ0 3.59±1.13 2.43±0.41 -
rs - - 6.80±−
 0.10±0.09 0.03±0.14 0.33±0.21
α 0.00±− 0.34±− 0.00±−
Cuadro 6.1: Para´metros obtenidos con la mejor minimizacio´n utilizando los conjun-
tos de ima´genes 1, 2, 3, 4 y 5 de la Fig. 6.3. Algunas desviaciones son del orden de
10−4 y por tanto no aparecen.
6.4. Resultados y conclusiones
Distintas distribuciones de masa fueron sometidas a un ajuste para encontrar
los mejores para´metros que reprodujeran los arcos observados, sin embargo, como se
menciono´ en el Cap´ıtulo 5, debido a la subestructura del cu´mulo, a que no es posible
medir y clasificar todas los conjuntos de ima´genes, y a que las ima´genes se miden
por medio de sus baricentros, no existe un modelo parame´trico que lo describa ı´nte-
gramente, por lo tanto, se escogio´ el modelo que reprodujera el ma´ximo nu´mero de
ima´genes con un mı´nimo en el ajuste entre todas las minimizaciones que se efectua-
ron. Por ejemplo, una sola imagen observada es reproducible con una impresionante
similitud (taman˜o, forma, posicio´n), pero no se posee confianza en el valor de los
para´metros obtenidos ya que el nu´mero de datos es considerablemente pequen˜o. En
contraste, un nu´mero grande de datos provoca que los para´metros no converjan y la
distribucio´n de masa no es capaz de reproducir fielmente las observaciones. As´ı, la
minimizacio´n debe cumplir que el nu´mero de datos sea superior al de para´metros,
al tiempo que su valor, que es un estimativo directo de la eficacia del ajuste, sea el
menor. Bajo estas consideraciones el mejor ajuste realizado arrojo´ los para´metros
del Cuadro 6.1.
Con estos valores fue posible comprender la estructura del gran arco, ya que la fuente
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Ima´genes generadas por Abel 370
Ima´genes reales y para´metros Reconstruccio´n Nume´rica
Baricentro ima´genes NIE+NIE+NFWE
Imagen x± s y ± s x± s y ± s
1A 1.06±0.20 -13.10±0.12 0.47±0.27 -12.81±0.12
1B 6.60±0.21 -12.47±0.12 6.74±0.53 -12.53±0.25
1C 8.72±0.18 -11.11±0.18 8.03±0.05 -11.81±0.07
1D 9.91±0.14 -10.09±0.15 9.41±0.26 -10.64±0.28
2A 2.00±0.12 -12.97±0.11 2.99±1.13 -13.09±0.13
2B 3.91±0.12 -13.17±0.09 - -
2C 10.53±0.10 -9.33±0.11 10.62±0.14 -9.36±0.17
3A 1.90±0.12 -13.17±0.09 - -
3B 4.52±0.14 -13.16±0.10 3.23±1.27 -13.20±0.12
3C 10.27±0.09 -9.85±0.09 10.28±0.18 -9.88±0.21
4A 2.76±0.17 -13.12±0.12 - -
4B 3.54±0.12 -13.22±0.11 2.93±0.81 -13.15±0.10
4C 10.82±0.11 -9.20±0.12 10.63±0.14 -9.45±0.18
4Z - - -14.45±0.06 12.24±0.00
5A -16.17±0.16 13.08±0.15 -16.15±0.08 13.06±0.05
5B -2.04±0.53 21.41±0.09 - -
5C 2.82±0.56 21.53±0.07 3.00±1.63 20.90±0.56
5Z - - -6.71±0.12 -8.69±0.08
χ2 0.35462967
Cuadro 6.2: Posiciones de los baricentros de las ima´genes 1 hasta 5 de la Fig. 6.3 y
las respectivas al modelar el cu´mulo por medio de dos perfiles NIE y un NFWE con
los para´metros del Cuadro 6.1. Las ima´genes etiquetadas con la Z corresponden a
ima´genes no observadas en la Fig. 6.3, pero que el modelo predice. No´tese el valor
de la minimizacio´n.
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Figura 6.4: Curvas cr´ıticas (izquierda) y ca´usticas (derecha), encontradas nume´rica-
mente a partir de los para´metros del Cuadro 6.1 y el potencial 6.3, que representan la
estructura ma´sica de Abel 370, no´tese su complicada morfolog´ıa. Las curvas en cada
diagrama se corresponden. No´tese tambie´n que la posicio´n de la fuente que genera
el gran arco coincide con una curva ca´ustica, efecto que produce su impresionante
forma y taman˜o. Las unidades son 14.538Kpc.
del mismo se encuentra sobre una de las curvas ca´usticas generadas por el cu´mulo,
Fig. 6.4; a su vez, esta Figura muestra las curvas cr´ıticas y la formacio´n del gran
arco, al igual que una segunda imagen en (-14.45±0.06,12.24±0,00)26, que no es me-
dida en la imagen de campo CCD, quiza´ porque se encuentre demagnificada o detra´s
de algu´n componente del cu´mulo, pero que segu´n el modelo deber´ıa visualizarse.
Las velocidades de dispersio´n de las galaxias calculadas por medio de las distan-
cias diametrales angulares halladas con la ecuacio´n de Dyer-Roeder, a partir de
los redshift encontrados en la literatura y en la pa´gina del Sloan Digital Sky Sur-
vey (www.sdss.org), de las dos galaxias dominantes del cu´mulo z = 0,36, y de
la imagen del gran arco, tomada como fuente referencia, z = 0,724, se resuelve,
DOL = 971,6825Mpc, DOS = 1398,6974Mpc y DLS = 632,1728Mpc.
De este modo, las velocidades de dispersio´n de las galaxias modeladas como elip-
soides isotermos tienen un valor de σ1 = (1641,81 ± 63,53)km/s y σ2 = (892,25 ±
58,43)km/s.
El gran arco 6.2 posee abundante informacio´n del cu´mulo, ya que, en realidad
exhibe multiplicidad de sub-ima´genes de una galaxia de fondo. Estas ima´genes al
igual que el conjunto de ima´genes 5, fueron simuladas al invertir nume´ricamente la
26Recordar que las unidades son 14.538Kpc.
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Figura 6.5: Izquierda: imagen generada computacionalmente al modelar A370 con
los perfiles que descritos por el potencial (6.3) y los para´metros consignados en
el Cuadro 6.1 al realizar una minimizacio´n con las ima´genes medidas. Derecha:
ima´genes correspondientes reales.
ecuacio´n de la lente del modelo cuyos para´metros se encuentran en el Cuadro 6.1,
para obtener las respectivas posiciones de sus fuentes. De este modo, la configuracio´n
de las ima´genes puede apreciarse en las Figuras 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 y 6.9. A su vez, las
posiciones de los baricentros de las ima´genes simuladas esta´n dadas en el Cuadro 6.2,
donde se puede apreciar que en buena medida coinciden dentro de la incertidumbre
en cada dato con las reales, lo que genera un margen de confianza en la reproduccio´n
de los para´metros del cu´mulo.
En el pa´nel izquierdo de la Fig. 6.5 se puede observar la reproduccio´n de las
cuatro ima´genes encerradas por las elipses de color negro del pa´nel derecho. Por
supuesto, para efectuar la simulacio´n de la formacio´n de ima´genes, es necesario
conocer la posicio´n de la fuente, el modelo de lente y sus para´metros, sin embargo a
trave´s de la minimizacio´n estas inco´gnitas pueden ser calculadas, pero existen otras
caracter´ısticas del sistema, tambie´n fundamentales como el taman˜o y forma de la
fuente, que son, en principio desconocidas y que es necesario suponer. En las figuras
de simulacio´n de ima´genes 6.5 a 6.9 se tomo´ como referencia una fuente circular de
radio 1027,977pc. Las galaxias poseen en general formas diversas, pero para efectos
de la posicio´n de las ima´genes formadas, esta suposicio´n es va´lida.
Una de las caracter´ısticas ma´s importantes de la simulacio´n de ima´genes es que el
cu´mulo puede generar ima´genes que no son apreciables, por ejemplo la 4Z de la Fig.
6.8. Lo que motiva a buscar estas ima´genes para verificar la validez del modelo y del
me´todo.
La Fig. 6.10 exhibe la imagen de una fuente el´ıptica cuyo eje principal se halla
rotado un a´ngulo pi4 , de elipticidad 0,25 y ubicada en (26,60Kpc, 43,17Kpc). En la
misma Figura puede observase la imagen de campo real. Vale la pena resaltar que el
ajuste reproduce muy bien la forma y taman˜o de la imagen, a su vez que se aprecia
la formacio´n de la estructura de la parte inferior izquierda del arco que asemeja una
especie de cabeza del mismo, lo que constituye un gran logro del me´todo y de la
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Figura 6.6: Segundo conjunto de ima´genes. Debido a que el radio de la fuente circular
es supuesto, es de esperar que a medida que e´ste disminuye, el arco 2A 2B del pa´nel
izquierdo se dividira´ formando la pareja 2A y 2B del derecho.
Figura 6.7: Tercer conjunto de ima´genes.
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Figura 6.8: Cuarto conjunto de ima´genes.
Figura 6.9: Quinto conjunto de ima´genes.
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Figura 6.10: Imagen del gran arco generada por medio de la reconstruccio´n de ma-
sa superpuesta sobre la imagen real, donde se aprecian las similitudes del taman˜o
y forma de ambos arcos. Una segunda imagen se aprecia igualmente mediante la
simulacio´n, pero no en la imagen de campo real.
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Figura 6.11: Curvas de contorno del perfil de masa de Abel 370 obtenidas con el
modelo (6.3) y los para´metros del Cuadro 6.1.
minimizacio´n encontrada.
6.5. Perfil de masa del cu´mulo
Por medio de la Ec. de Poisson (2.42), el perfil de masa de Abel 370 modelado
como una superposicio´n de materia oscura NFWE y NIE es mostrado en la Fig. 6.11
y sus curvas en la Fig. 6.12. En la misma imagen se observa que la distribucio´n de
masa se ve afectada fuertemente por el halo de materia oscura NFWE.
La densidad de masa superficial es una funcio´n de las coordenadas (θ1, θ2) y al
integrarse en un a´rea S conduce a la masa mS encerrada por tal superficie. A trave´s
de la ecuacio´n de Poisson se encuentra
MS =
Σcr
2
∫
S
∇2ψ(θ1, θ2)d2θ. (6.8)
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Figura 6.12: Perfil del masa de Abel 370 obtenido con el mejor ajuste realizado con
las ima´genes 1 hasta 5, contenidas en la Fig. 6.3. Se aprecia la a´mplia presencia de
un componente de materia oscura modelado con el perfil NFWE y de los dos perfiles
isotermos NIE. Las unidades son 14.538Kpc.
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La masa encerrada por un a´rea circular de radio rc = 262,47Kpc para una fuente a
un redshift z = 2, es
MS = 4,22× 1014M (6.9)
donde M ≈ 2 × 1030kg es la masa del Sol. Este resultado esta´ acorde con aquel
encontrado en [RKL+10], MS = 3,8 × 1014M y con el derivado en [BUM+08],
MS = 4,3 × 1014M, donde los autores utilizaron medidas de efecto de lente gra-
vitacional de´bil. En este punto es importante resaltar que el me´todo desarrollado
en este trabajo resulta ma´s directo en el ca´lculo de la masa, que los autores corres-
pondientes mencionados, ya que en aquellos casos fueron utilizadas herramientas
computacionales y co´digos especializados en la teor´ıa de lentes gravitacionales, lo
que constituye nuevamente un gran logro en la reconstruccio´n de masa y en la mi-
nimizacio´n efectuada.
Los ca´lculos ma´s significativos y novedosos de este trabajo esta´n siendo (a la fecha)
preparados para someterlos a publicaciones en revistas de Astrof´ısica y Cosmolog´ıa.
Ape´ndice A
Solucio´n de la ecuacio´n de la
o´rbita de un foto´n
Claramente, el te´rmino que perturba la trayectoria del haz de luz es el que
contiene en la Ec. (2.13) a rs = 2GM , pues en el caso en el que el foto´n atraviese el
espacio vac´ıo, M = 0
d2u
dφ2
+ u− 3
2
rsu
2 = 0 (A.1)
d2u
dφ2
+ u = 0 (A.2)
cuya solucio´n es
u = u0 cosφ =
1
r0
cosφ (A.3)
lo que constituye una l´ınea recta escrita en coordenadas polares y r0 es la menor
distancia al centro del objeto que alcanza el foto´n (φ = 0). Sin embargo, esta solu-
cio´n puede ser perturbada en te´rminos del para´metro rsu0 = rs/r0, el cual es muy
pequen˜o1, de este modo
u =
1
r0
(
cosφ+
(
rs
r0
)
u1 +
(
rs
r0
)2
u2 +
(
rs
r0
)3
u3 + . . .
)
(A.4)
al reemplazar en la o´rbita del foto´n y asociar los te´rminos de rs/r0, (rs/r0)
2, (rs/r0)
3,
. . ., se obtiene el conjunto iterado de ecuaciones diferenciales de segundo grado
d2u1
dφ2
+ u1 − 3
2
cos2 φ = 0 (A.5)
1F´ıjese que rs = 2GM es un te´rmino muy pequen˜o en comparacio´n a r0, el cual representa la
distancia ma´s pro´xima a la que cruza el haz de luz del objeto.
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d2u2
dφ2
+ u2 − 3u1 cosφ = 0 (A.6)
d2u3
dφ2
+ u3 − 3u2 cosφ− 3
2
u21 = 0 (A.7)
...
La soluciones de este conjunto de ecuaciones son
u1(φ) =
1
4
(3− cos(2φ)) (A.8)
u2(φ) =
3
64
(22 cosφ+ cos(3φ) + 20φ sinφ) (A.9)
u3(φ) =
1
128
(312− 125 cos(2φ)− cos(4φ)− 60φ sin(2φ)) (A.10)
...
As´ı, la Ec. (A.1) tiene una solucio´n en (A.4) y es importante notar que u→ 0 cuando
φ → ±(pi/2 + δφ), donde la trayectoria en l´ınea recta del foto´n se deflecta en total
una cantidad ∆φ = 2δφ. La expansio´n en series de Taylor a primer orden en δ de
u(pi/2 + δφ) es
u
(pi
2
+ δφ
)
=
rs
r20
+
15pir2s
32r30
+
109r3s
32r40
−
(
1
r0
− 3r
2
s
64r30
− 15pir
3
s
32r40
)
δφ+O(δφ)2 (A.11)
despreciando potencias superiores a (rS/r0)
2
δφ =
rs
r0
(A.12)
finalmente el a´ngulo de desviacio´n del haz de luz es
∆φ = 2
rs
r0
=
4GM
c2
1
r0
. (A.13)
Esto es dos veces el valor predicho por Newton y fue confirmado experimentalmente
para la desviacio´n producida por el Sol a las estrellas de fondo en 1919.
Ape´ndice B
Lente gravitacional esfe´rica
En este ape´ndice mostraremos un me´todo novedoso para describir el efecto de
lente gravitacional de una distribucio´n de masa con simetr´ıa esfe´rica a partir de su
densidad de masa superficial Σ(x), escrita en te´rminos de una funcio´n decreciente
f(x). La funcio´n depende de la distribucio´n de masa de la lente y es encontrada por
medio de una ecuacio´n diferencial de primer orden.
B.1. Convergencia
Supongamos un perfil de masa esfe´ricamente sime´trico reposando a la distancia
DOL, actuando como una lente gravitacional sobre las fuente de fondo a la distancia
DOS, y asumamos que la distancia entre la lente y la fuente es DLS.
La proyeccio´n de masa sobre el plano de la lente, conocida como densidad de masa
superficial Ec. (2.26) de la seccio´n §2.3 del Cap´ıtulo 2,
Σ(x) = 2
∫ ∞
0
ρ(x, z)dz, (B.1)
donde x es el radio vector adimensional en el plano de la lente y la coordenada z es
perpendicular al mismo, esto es, es la coordenada de la l´ınea de visio´n.
Supongamos
Σ(x) ∝ [f(x) + g(x)] , (B.2)
donde f(x) y g(x) son funciones mono´tonas y decrecientes que dependen de la dis-
tribucio´n de masa de la lente, y definidas en el intervalo (0,∞). Vale la pena notar
que Σ(x) ≥ 0, o f(x) + g(x) ≥ 0, y esto es correcto siempre que f(x) ≥ g(x) y
f(x) > 0. Ya que Σ(x) puede ser divergente en el origen, imponemos la condicio´n
l´ım
x→0
x2f(x) = 0. (B.3)
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Con lo cual, la convergencia puede expresarse como
κ(x) =
1
2C
[f(x) + g(x)] , (B.4)
donde C depende tanto de las distancias, las cuales son funciones del modelo cos-
molo´gico, y de los para´metros f´ısicos de la distribucio´n de masa de la lente
Σcr =
c2
4piG
DOS
DOLDLS
. (B.5)
B.1.1. Potencial deflector
La Ecuacio´n de Poisson describe el potencial deflector en te´rminos de la conver-
gencia
∇2ψ(x) = 2κ(x), (B.6)
pero al escribir el Laplaciano en coordenadas cil´ındricas se aprovecha la simetr´ıa
esfe´rica de la distribucio´n de masa, es decir
1
x
∂
∂x
(
x
∂ψ(x)
∂x
)
= 2κ(x) (B.7)
que al ser integrada una vez, resulta
∂ψ(x)
∂x
=
2
x
∫ x
0
x′κ(x′)dx′ (B.8)
y la segunda vez
ψ(x) = 2
∫ x
0
1
x′
(∫ x
0
x′κ(x′)dx′
)
dx′ (B.9)
que, escogiendo
u =
∫ x
0
x′κ(x′)dx′ y v = lnx′ (B.10)
permite integrar el potencial
ψ(x) = 2 lnx
∫ x
0
x′κ(x′)dx′ − 2
∫ x
0
x′κ(x′) lnx′dx′ (B.11)
finalmente
ψ(x) = 2
∫ x
0
x′κ(x′) ln
( x
x′
)
dx′. (B.12)
De la misma forma, la Ec. (B.8) permite escribir el a´ngulo de desviacio´n escalado
directamente como
α(x) =
2
x
∫ x
0
x′κ(x′)dx′ (B.13)
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B.1.2. Ecuacio´n de la lente
El a´ngulo de deflexio´n, mediante la Ec. (B.4), es
α(x) =
1
C
1
x
∫ x
0
x′
[
f(x′) + g(x′)
]
dx′. (B.14)
Ahora, ya que f(x) es una funcio´n decreciente ∂xf(x) ≤ 0, y as´ı nos permite escribir
la funcio´n g(x)
g(x) = f(x) + x∂xf(x), (B.15)
y
α(x) =
1
C
1
x
∫ x
0
x′
[
2f(x′) + x′∂xf(x′)
]
dx′
=
1
C
1
x
∫ x
0
∂x
[
x′2f(x′)
]
dx′, (B.16)
esto es
α(x) =
1
C
xf(x). (B.17)
El anterior resultado muestra que para un perfil de masa esfe´ricamente sime´trico,
cuya densidad de masa superficial puede ser escrita en la forma de la Ec. (B.2), el
a´ngulo de deflexio´n es proporcional a la funcio´n f(x).
La ecuacio´n de la lente, la cual relaciona las posiciones de las ima´genes y las de sus
fuentes, x y y respectivamente, para una situacio´n de simetr´ıa esfe´rica, es un escalar
y toma una forma unidimensional,
y(x) = x− α(x), (B.18)
la cual puede ser escrita en te´rminos de la funcio´n f(x)
y(x) = x|1− 1
C
f(x)|. (B.19)
Uniendo los resultados anteriores, la funcio´n f(x) satisface la siguiente ecuacio´n
x
df(x)
dx
+ 2f(x)− 2Cκ(x) = 0, (B.20)
la cual es obtenida al insertar la Ec. (B.15) en la Ec. (B.4), de acuerdo a la condicio´n
inicial (B.3). As´ı, el problema es reducido a solucionar una ecuacio´n diferencial de
primer orden Ec. (B.20) para f(x).
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B.1.3. f(x) para los perfiles SIS y NIS
Un modelo ampliamente usado en la teor´ıa de lentes gravitacionales es la Es-
fera Singular Isoterma (SIS) [SEF99], vista en la seccio´n §3.1 del Cap´ıtulo 4, cuya
convergencia esta´ dada por
κS(x) =
2piσ2
c2
DLS
DOS
1
x
, (B.21)
donde σv velocidad de dispersio´n en la galaxia. Con la Ec. (B.21) introducida en la
Ec. (B.20) y la Ec. (B.3), es posible obtener la funcio´n fS(x) para un perfil SIS
x
dfS(x)
dx
+ 2fS(x)− 1
x
= 0, (B.22)
fS(x) =
1
x2
, (B.23)
con
CS =
c2
4piσ2
DOS
DLS
. (B.24)
La funcio´n gS(x) es entonces
gS(x) = 0. (B.25)
Para encontrar el a´ngulo de deflexio´n, basta efectuar el producto de x con fS(x)/CS
αS(x) = C
−1
S . (B.26)
Una generalizacio´n del modelo SIS es usualemente establecido por medio de un radio
del nu´cleo x0, esto es la Esfera Isoterma No-Singular (NIS), la cual es ma´s realista
para modelar galaxias. En este caso la convergencia esta´ dada por
κN (x) =
2piσ2
c2
DLS
DOS
2x20 + x
2(
x20 + x
2
)3/2 , (B.27)
A trave´s de un proceso similar al del SIS, podemos encontrar fN (x), gN (x) y αN (x)
para el perfil NIS
fN (x) =
1
(x20 + x
2)1/2
, (B.28)
gN (x) =
x20
(x20 + x
2)3/2
, (B.29)
y
αN (x) = C
−1
S
x
(x20 + x
2)1/2
, (B.30)
donde CS esta´ dado por la Ec. (B.24).
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B.2. Magnificacio´n y Shear
Ya que el efecto de lente gravitacional conserva el brillo superficial de la fuente,
la magnificacio´n de una imagen es definida como la razo´n entre los a´ngulos so´lidos
de las ima´genes y la fuente, a saber
µ(x) =
[y
x
∂xy(x)
]−1
, (B.31)
de la Ec. (B.15) y la Ec. (B.19), esto es
µ(x) =
C2
|C − f(x)||C − g(x)| . (B.32)
La Ec. (B.32) implica que la magnificacio´n tiene dos singularidades en f(x) = C y
g(x) = C y por tanto su curva tiene dos as´ıntotas en esos puntos.
Note que la magnificacio´n Ec. (B.32) puede ser escrita en te´rminos de la convergencia
κ(x) y el shear γ(x), el cual mide la distorsio´n de las ima´genes,
µ(x) =
(
[1− κ(x)]2 − γ(x)2
)−1
, (B.33)
de donde
γ(x) = [1− κ(x)]2 −
[
1− 1
C
f(x)
] [
1− 1
C
g(x)
]
, (B.34)
y de la Ec. (B.4), el shear es
γ(x) =
1
2C
[f(x)− g(x)] . (B.35)
Ahora, reconociendo que
f(x) = C
1
x
∂xψ(x), (B.36)
y
g(x) = C∂x∂xψ(x), (B.37)
el shear puede ser escrito en te´rminos del potencial deflector de una distribucio´n de
masa esfe´rica, como
1
x
∂xψ(x)− ∂x∂xψ(x) = 2γ(x). (B.38)
En este punto, la definition de la funcio´n f(x) muestra nuevamente su utilidad, ya
que el shear puede ser encontrado en te´rminos del potencial deflector sin recurrir a
sus derivadas parciales.
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B.3. Curvas cr´ıticas y ca´usticas
Las curvas cr´ıticas son aquellos puntos x en el plano de la lente donde la ecuacio´n
de la lente no puede ser invertida, o equivalentemente donde la magnificacio´n es
infinita, ve´ase la seccio´n §2.8
[1− κ(x)]2 − γ(x)2 = 0, (B.39)
o
κ(x) + γ(x) = 1, (B.40)
κ(x)− γ(x) = 1, (B.41)
pero, de la Ec. (B.4) y Ec. (B.35)
κ(x) + γ(x) =
1
C
f(x), (B.42)
y
κ(x)− γ(x) = 1
C
g(x), (B.43)
As´ı, las curvas cr´ıticas son los contornos de nivel de las funciones f(x) y g(x), y son
encontradas cuando
f(xc1) = C o g(xc2) = C. (B.44)
Las ecuaciones (B.44) no forman un sistema, as´ı, dado un valor C es posible encontrar
dos soluciones xc1 y xc2 si g(x) > 0, o ∂x [xf(x)] > 0, lo cual implica que xf(x) es
creciente, y, si g(x) 6= a, de modo que ∂x [xf(x)] 6= 0 y por tanto si f(x) 6= a+b/x, con
a y b dos constantes arbitrarias. De este modo, la u´nica condicio´n para formar dos
c´ırculos cr´ıticos es que xf(x) sea creciente, de otra forma la lente produce una sola
curva cr´ıtica asociada a f(x), o ninguna si f(x) < C. Al tiempo, las curvas ca´usticas
son los puntos correspondientes en el plano de la lente de las puntos cr´ıticos a trave´s
de la ecuacio´n de la lente, y si asumimos que la lente produce dos c´ırculos cr´ıticos,
esto es,
y(xc1) = 0, (B.45)
y(xc2) = − 1
C
x2c2∂xf(xc2), (B.46)
con ∂xf(x) ≤ 0 en x ∈ (0,∞). As´ı, las curvas ca´usticas sera´n un punto y un c´ırculo
conce´ntrico con la lente.
Ape´ndice C
Convergencia NFW
A partir del perfil (3.30) la densidad de masa proyectada en el plano de la lente
Ec. (2.26)
Σ(ξ) = 2
∫ ∞
0
ρ(ξ, z)dz (C.1)
Σ(ξ) = 2δkρcrs
∫ ∞
0
1
(ξ2 + z2)1/2
(
1 + (ξ2 + z2)1/2 /rs
)
2
dz (C.2)
pero haciendo z = xrsTan(φ) y ξ = xrs, con dz = xrsTan(φ)dφ
Σ(x) = rsδkρc
∫ pi/2
0
Sec(φ)
[1 + xSec(φ)]2
dφ (C.3)
Σ(x) = −rsδkρc
[
xSin(φ)
(x+ Cos(φ)) (1− x2) +
2
(1− x2)3/2
ArcTanh
(
(x− 1)Tan(φ/2)
(1− x2)1/2
)]pi/2
0
(C.4)
Σ(x) = − 2rsδkρc
(1− x2)3/2
[
(1− x2)1/2 + 2ArcTanh
(
x− 1
(1− x2)1/2
)]
(C.5)
y en te´rminos de ξ = xrs
Σ(ξ) = − 2rsδkρc(
1− ξ2
r2s
)3/2
2ArcTanh
 ξrs − 1(
1− ξ2
r2s
)1/2
+ (1− ξ2
r2s
)1/2 (C.6)
Σ(ξ) = − 2δkρcr
3
s
(r2s − ξ2)3/2
((
r2s − ξ2
)1/2
+ 2rsArcTanh
[
ξ − rs
(r2s − ξ2)1/2
])
(C.7)
de modo que la convergencia sera´, mediante Σcr
κ(ξ) = −2δkρc
Σcr
r3s
(r2s − ξ2)3/2
((
r2s − ξ2
)1/2
+ 2rsArcTanh
[
ξ − rs
(r2s − ξ2)1/2
])
. (C.8)
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Ape´ndice D
Puntos extremales en varias
variables
Sea una funcio´n f(x1, ..., xn) de varias variables definida en un dominio D donde
sus derivadas de orden superior a uno esta´n definidas.
La matriz Hessiana asociada a la funcio´n f(x1, ..., xn) en el punto a = (a1, ..., an) es
H(a) =

fx1x1(a) fx1x2(a) . . . fx1xn(a)
fx2x1(a) fx2x2(a) . . . fx2xn(a)
...
...
. . .
...
fxnx1(a) fxnx2(a) . . . fxnxn(a)

si a es un punto cr´ıtico de f(x1, ..., xn) y
H(a) es definida positiva, entonces f tiene un mı´nimo en a.
H(a) es definida negativa, entonces f tiene un ma´ximo en a.
H(a) es no definida, entonces f tiene un punto de silla en a.
H(a) es semidefinida, el criterio no decide.
Recordemos que una matriz A se define positiva o negativa dependiendo del valor
de su determinante, sus menores principales y menores principales conducentes, de
acuerdo a
1. En el caso en que |A| 6= 0:
(a) Si los menores principales conducentes son todos mayores que cero, en-
tonces A se dice que es definida positiva.
(b) Si los menores principales conducentes tienen signos alternados empezan-
do por negativo, entonces A se dice que es definida negativa.
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(c) En otro caso A es indefinida.
2. En el caso en que |A| = 0:
(a) Si los menores principales son todos mayores o iguales a cero, entonces
A se dice que es semidefinida positiva.
(b) Si los menores principales tienen signos alternados empezando por nega-
tivo o son cero, entonces A se dice que es semidefinida negativa.
(c) En otro caso A es indefinida.
Donde los menores pincipales de orden r de la matriz A de dimensio´n n × n (con
r ≤ n), son los determinantes formados por r filas de A (en orden) y las mismas r
columnas. Y el menor principal conducente de orden r es el menor principal formado
por las r primeras filas y las r primeras columnas de las matriz.
Bibliograf´ıa
[Bar96] M. Bartelmann. Arcs from a universal dark-matter halo profile. Astro-
nomy and Astrophysics, 313:697–702, September 1996.
[BG06] L. Bergstro¨m and A. Goobar. Cosmology and particle astrophysics, vo-
lume 1. Springer Verlag, second edition, 2006. ISBN 3-540-32924-2.
[BKSE99] J. Be´zecourt, J.P. Kneib, G. Soucail, and T.M.D. Ebbels. Lensed ga-
laxies in Abell 370. I. Modeling the number counts and redshift distri-
bution of background sources. Astronomy and Astrophysics, 347:21–29,
1999.
[BS99] Matthias Bartelmann and Peter Schneider. Weak gravitational lensing.
Physics Reports, 340:291–472, 1999.
[BT94] James Binney and Scott Tremaine. Galactic Dynamics. Princeton Uni-
versity Press, 1994. ISBN 0-691-08444-9.
[BUM+08] T. Bradhurst, K. Umetsu, E. Medezinski, M. Oguri, and Y. Rephaeli.
Comparison of Cluster Lensing Profiles with ΛCDM Predictions. The
Astrophysical Journal, 685:L9–L12, September 2008.
[Car04] Sean Carroll. Spacetime and geometry. An introduction to General Re-
lativity, volume 1. Addison Wesley, 2004. ISBN 0-8053-8732-3.
[Cas00] L. Castan˜eda. Efecto de la Constante Cosmolo´gica en la probabilidad
de lentes gravitacionales. Master’s thesis, Departamento de F´ısica, Uni-
versidad Nacional de Colombia, 2000.
[DED20] F. W. Dyson, A. S. Eddington, and C. Davidson. A determination of the
deflection of light by the Sun’s gravitational field, from observations ma-
de at the total Eclipse of may 29, 1919. Philosophical transactions of the
Royal Society of London. Series A, containing papers of a Mathematical
or Physical character, 220:291–333, 1920.
143
144 BIBLIOGRAFI´A
[dFSB05] E. de Filippis, M. Sereno, and M. W. Bautz. Abell 370: A cluster with
a pronounced triaxial morphology. Advances in Space Research, 36:
715–718, 2005.
[Dod03] Scott Dodelson. Modern Cosmology, volume 1. Academic Press, 2003.
ISBN 978-0-12-219141-1.
[DR73] C. C. Dyer and R. C. Roeder. Distance redshift relations for universes
with some intergalactic medium. The Astrophysical Journal, 180:L31–
L34, 1973.
[FPM+88] B. Fort, J. L. Prieur, G. Mathez, Y. Mellier, and G. Soucail. Faint
distorted structures in the core of A 370 - Are they gravitationally lensed
galaxies at z about 1? Astronomy and Astrophysics, 200(1-2):L17–L20,
July 1988.
[Gam48] G. Gamow. The origin of elements and the separation of galaxies. Phy-
sical Review, 74:505–506, 1948.
[Ham13] A. J. S. Hamilton. General Relativity, Black Holes, and Cosmolgy.
http://casa.colorado.edu/ ajsh/, 2013.
[HCM+02] E. M. Hu, L. L. Cowie, R. J. McMahon, P. Capak, F. Iwamuro, J-
P. Kneib, T. Maihara, and K. Motohara. A redshift z = 6,56 galaxy
behind the cluster Abell 370. The Astrophysical Journal Letters, 568:
L75, 2002.
[HCT10] R. Hurtado, L. Castan˜eda, and J. M. Tejeiro. 2do Congreso Colombiano
de Astronomı´a. Libro de Memorias, volume 1, chapter Shear Producido
por una lente gravitacional modelada con el perfil NFW, pages 171–175.
Observatorio Astrono´mico Nacional, Facultad de Ciencias, Universidad
Nacional de Colombia, 2010. ISBN 978-958-44-7496.
[HCT13] Roger Hurtado, Leonardo Castan˜eda, and Juan M. Tejeiro. Gravi-
tational Lensing by Spherical Lenses. En preparacio´n, 2013. URL
http://arxiv.org/abs/1308.5271.
[Her90] L. Hernquist. An analytical model for spherical galaxies and bulges.
Astrophysical Journal, 356:359–364, June 1990.
[Jaf83] W. Jaffe. A simple model for the distribution of light in spherical ga-
laxies. Monthy Notices of the Royal Astronomical Society, 202:995–999,
March 1983.
BIBLIOGRAFI´A 145
[JBD+11] N. Jarosik, C. L. Bennett, J. Dunkley, B. Gold, M. R. Greason, M. Hal-
pern, R. S. Hill, G. Hinshaw, A. Kogut, E. Komatsu, D. Larson, M. Li-
mon, S. S. Meyer, M. R. Nolta, N. Odegard, L. Page, K. M. Smith, D. N.
Spergel, G. S. Tucher, J. L. Weiland, E. Wollack, and E. L. Wright.
Seven-year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP). Observa-
tion: Sky maps, systematic errors, and basic results. The Astrophysical
Journal Supplement Series, 192(2):14–29, Febrero 2011.
[KFI+] C. Kochanek, E. Falco, C. Impey, J. Lehar, B. McLeod, and H.-W. Rix.
CASTLES 0957+561. URL http://www.cfa.harvard.edu/castles/
Individual/Q0957.html.
[KMF+94] J.P. Kneib, G. Mathez, B. Fort, Y. Mellier, G. Soucail, and P.Y. Lon-
garetti. Redshift survey up to bJ = 27: distance of gravitational arclets
behind Abell 370. Astronomy and Astrophysics, 286:701–717, 1994.
[KMFM93] J.-P. Kneib, Y. Mellier, B. Fort, and G. Mathez. The distribution of
dark matter in distant cluster-lenses: modeling A 370. Astronomy and
Asrtophysics, 273:367–376, 1993.
[KTK+03] K. Kodaira, Y. Taniguchi, N. Kashikawa, N. Kaifu, H. Ando, H. Karo-
ji, M. Ajiki, M. Akiyama, K. Aoiki, M. Doi, S. S. Fujita, H. Furusawa,
T. Hayashino, M. Imanishi, F. Iwamuro, M. Iye, K. S. Kawabata, N. Ko-
bayashi, T. Kodama, Y. Komiyama, G. Kosugi, Y. Matsuda, S. Miya-
saki, Y. Mizumuto, K. Motohara, T. Murayama, T. Nagao, K. Nariai,
K. Ohta, Y. Ohyama, S. Okamura, M. Ouchi, T. Sasaki, K. Sekiguchi,
K. Shimasaku, Y. Shioya, T. Takata, H. Tamura, H. Tereda, M. Ume-
mura, T. Usuda, M. Yagi, T. Yamada, N. Yasuda, and M. Yoshida. The
discovery of two Lyman α emitters beyond redshift 6 in the Subaru deep
field. Publications of the Astronomical Society of Japan, 55:L17, 2003.
[LDH+11] D. Larson, J. Dunkley, G. Hinshaw, E. Komatsu, M. R. Nolta, C. L.
Bennett, B. Gold, M. Halpern, R. S. Hill, N. Jarosik, A. Kogut, M. Li-
mon, S. S. Meyer, N. Odegard, L. Page, K. M. Smith, D. N. Spergel,
G. S. Tucker, J. L. Weiland, E. Wollack, and E. L. Wright. Seven-
year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP). Observations:
power spectra and WMAP-derived parameters. The Astrophysical Jour-
nal Supplement Series, 192(2):16–35, January 2011.
[MAA+97] L. Metcalfe, B. Altieri, H. Aussel, A. Biviano, B. Mc Breen, M. Delaney,
D. Elbaz, L. Hanlon, M. Kessler, K. Leech, K. Okumura, B. Schulz, J.-
L. Starck, and L. Vigroux. ISO mid-infrared observations of Abell 370.
Extragalactic Astronomy in the Infrared, page 255, 1997.
146 BIBLIOGRAFI´A
[MCJ+90] J. Mather, E. Cheng, R. Eplee Jr., R. Isaacman, S. Meyer, R. Sha-
fer, R. Weiss, E. Wright, C. Bennett, N. Boggess, E. Dwek, S. Gulkis,
M. Hauser, M. Janssen, T. Kelsall, P. Lubin, S. Moseley Jr., T. Mur-
dock, R. Silverberg, G. Smoot, and D. Wilkinson. A preliminary mea-
surement of the cosmic microwave background spectrum by the Cosmic
Background Explorer (COBE) satellite. The Astrophysical Journal, 354:
L37–L40, 1990.
[MSFM88] Y. Mellier, G. Soucail, B. Fort, and G. Mathez. Photometry, spectros-
copy and content of the distant cluster of galaxies Abell 370. Astronomy
and Astrophysics, 199:13–28, 1988.
[NFW96] J. Navarro, C. Frenk, and S. White. The structure of cold dark matter
halos. Astrophysical Journal, 462:563–575, May 1996.
[Nor97] J. Norbury. General Relativity & Cosmology for Undergraduates. Uni-
versity of Winsconsin-Milwaukee, 1997.
[Pad10] T. Padmanabhan. Gravitation, foundations and frontiers, volume 1.
Cambridge university press, 2010. ISBN 978-0-511-67553-9.
[Plu11] H. C. Plummer. On the problem of distribution in globular star clusters.
Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 71:460–470, March
1911.
[RKL+10] J. Richard, J-P. Kneib, M. Limousin, A. Edge, and E. Jullo. Abell
370 revisited: refurbished Hubble imaging of the first strong lensing
cluster. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 402:L44–
L48, February 2010.
[RMC+11] A. Riess, L. Macri, S. Casertano, H. Lampeitl, H. Ferguson, A. Filippen-
ko, S. Jha, W. Li, and R. Chornock. A 3 % solution: determination of
the Hubble constant with the Hubble Space Telescope and Wide Field
Camera 3. The Astrophysical Journal, 730:119–137, April 2011.
[RR73] M. S. Roberts and A. H. Rots. Comparison of rotation curves of different
galaxy types. Astronomy and Astrophysics, 26:483–485, August 1973.
[Sar05] Juan Manuel Tejeiro Sarmiento. Principios de relatividad general, vo-
lume 1. Universidad Nacional de Colombia, 2005. ISBN 958-701-547-9.
[SEF99] P. Schneider, J. Ehlers, and E. Falco. Gravitational Lenses. Springer-
Verlag, Study edition, 1999. ISBN 3-540-66506-4.
[SFMP87] G. Soucail, B. Fort, Y. Mellier, and J.P. Picat. A blue ring-like structure
in the center of the A370 cluster of galaxies. Astronomy and Astrophy-
sics, 172:L14–L16, 1987.
BIBLIOGRAFI´A 147
[SKW06] P. Schneider, C. Kochanek, and J. Wambsganss. Gravitational lensing:
strong, weak and micro, volume 1. Springer-Verlag, 2006. ISBN 978-3-
540-30309-1.
[SMF+88] G. Soucail, Y. Mellier, B. Fort, G. Mathez, and M. Cailloux. The giant
arc in A370 - Spectroscopic evidence for gravitational lensing from a
source at z = 0,724. Astronomy and Astrophysics, 191(2):L19–L21,
February 1988.
[SS97] C. Seitz and P. Schneider. Steps towards nonlinear cluster inversion
through gravitational distorsions. Astronomy and Astrophysics, 318:687
– 699, 1997.
[SZB+08] C. Shu, B. Zhou, M. Bartelmann, J. M. Comerford, J.-S. Huang, and
Y. Mellier. Comparisons between Isothermal and NFW Mass Profiles
for Strong-Lensing Galaxy Clusters. The AStrophysical Journal, 685(1):
70–82, September 2008.
[TLIK04] A. V. Tuntsov, G. F. Lewis, R. A. Ibata, and J.-P. Kneib. Detecting
compact dark matter in galaxy clusters via gravitational microlensing:
A2218 and A370. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,
353:853–866, 2004.
[Wam98] J. Wambsganss. Gravitational Lensing in Astronomy. Living Re. Rela-
tivity, 1:12, 1998.
[WE06] M. C. Werner and N. W. Evans. A simple model for lensing by black
holes in galactic nuclei. Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society, 368:1362–1368, May 2006.
[Wei72] Steven Weinberg. Gravitation and Cosmology: Principles and applica-
tions of the General Theory of Relativity. John Wiley & Sons, Inc.,
1972. ISBN 0-471-92567-5.
